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Vorwort. 



In vorliegender Arbeit wurde versucht, den Spannungszustand 
raschlaufender Magneträder so genau wie es der augenblickliche 
Stand der Theorie zuläßt zu verfolgen. Da diese Räder stets mit 
großen Kranzhöhen im Verhältnis zum .Schwerpunktsradius aus- 
geführt werden, so ist die Annahme, daß sich die unter der Wir- 
kung der Polfliehkräfte auftretenden Biegungsspannungen nach dem 
Geradliniengesetz über den Kranzquerschnitt verteilen, nicht mehr 
zulässig. Man ist vielmehr gezwungen, zu der Berechnungsweise der 
Träger mit gekrümmter Mittellinie überzugehen, welche sich auf der 
Bernouillischen Annahme aufbaut, daß die Querschnitte auch nach 
der Deformation eben bleiben. Wenn nun auch die Grundannahme 
dieser Rechnungsmethode für den Hauptfall gleichen Spannungs- 
zustandes in allen Querschnitten einwandfrei ist, so besteht trotz- 
dem die Möglichkeit, daß die End werte der Rechnung beträchtlich 
von der Wirklichkeit abliegen, da bei der Entwicklung der heute 
gebräuchlichen Formeln die Art des Kraftangriffs nicht zum Aus- 
druck kommt, welche diese Werte stark beeinflussen kann. In einem 
späteren Abschnitt wurde der Versuch unternommen, diese Ab- 
weichung von der Wirklichkeit, wenigstens für den vorliegenden 
besonderen Fall festzustellen und zwar durch einen Vergleich mit 
dem genaueren Verfahren der Berechnung ringförmiger Körper. 

Streng gelöst ist in der nachfolgenden Arbeit nur der Be- 
lastungsfall, daß der Träger durch gleichmäßig verteilte Kräfte be- 
ansprucht wird. Dieser Belastungsfall, der in erster Annäherung nur 
bei den Rotoren mit verteilter Wicklung vorhanden ist, wurde be- 
reits mehrfach (wenn auch nicht für vorliegenden Gegenstand) be- 
handelt. Siehe die Arbeiten von Prof. Grübler, Die Beanspruchung 
eines rotierenden Schleifsteines, Z. d. V. d. I. 1897 u. 1899; Prof. Föppl, 
Der Spannungszustand in dickwandigen Röhren unter innerem Über- 
druck, III. Band Festigkeitslehre; Prof. Stodola, Die Dampf- 
turbinen usw. 
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Während nun bei all den vorstehend genannten Untersuchungen 
die Beanspruchung des Körpers durch gleichmäßig verteilte ßadial- 
kräfte erfolgte, tritt bei den raschlaufenden Magneträdern neben den 
beträchtlichen Eigenfliehkräften eine außerordentlich hohe Rand- 
belastung durch Einzelkräfte auf. Diese letzteren, die von den Pol- 
fliehkräften herrühren, können besonders bei niederen Polzahlen, 
außer den radial und tangential gerichteten Zugkräften, noch ganz 
bedeutende Momente hervorbringen. Es wurde dabei: notwendig, die 
Größe und den Einfluß dieser Momente zu bestimmen, unter Berück- 
sichtigung der Einwirkung der Polbefestigungsart. 

Da es im Maschinenbau hauptsächlich auf die Ermittlung der 
Maximalwerte der auftretenden Spannungen und Formänderungen 
ankommt, so wurde auf deren Bestimmung das Hauptgewicht gelegt 
und nur an dem Scheibenrad eine eingehendere Untersuchung der 
Spannungs Verteilung vorgenommen, da infolge des verhältnismäßig 
sehr hohen Kranzquerschnittes starke Verschiedenheiten in der Bean- 
spruchung der einzelnen Querschnittselemente zu erwarten waren. 

Der vorliegenden Arbeit liegt folgende Literatur zugrunde: 

Andrews-Pearson, On a Tlieoiy of the Stresses in Crane and Coupling 
Hooks with Experimental Comparison with Existing Theory. Drapers' 
Company Research Memoires. Series I. 1904. 

Bach, Elastizität und Festigkeit. 4. Aufl. 

Föppl, Festigkeitslehre. 2. Aufl. 

Grübler, Die Festigkeit rotierender Schleifsteine, Z.d. V. d.i. 1897 u. 1899. 

Love, Lehrbuch der Elastizität. 1907. 

Müll er- Breslau, Neuere Methoden der Festigkeitslehre. 

Pfleiderer, Die Beanspruchung stabförmiger Träger mit gekrümmter Mittel- 
linie. Z.d.V.d.I. 1907. 

Stodola, Die Dampfturbinen. 3 . Aufl. 

Zu besonderem Danke ist der Verfasser Herrn Prof. Dr.-Ing. 
H. Reissner und Herrn Prof. Dr.-Ing. F. Rötscher für ihre wert- 
vollen Unterstützungen und Ratschläge verpflichtet. 
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I. Abschnitt. 



Einleitung. 

Die Einführung der Dampfturbinen gab den Anlaß zum Bau 
großer raschlaufender Dynamos, welche für einen direkten Antrieb 
durch die Turbinen geeignet waren. Man mußte dabei mit den 
Umfangsgeschwindigkeiten weit über die früheren Grenzen hinaus 
gehen und übertrug diese Bauart bald auch auf Maschinen für andere 
Zwecke. So finden diese Generatoren mit großer Umfangsgeschwindig- 
keit Verwendung in Verbindung mit hydraulischen Turbinen, oder 
als Motoren zum Antrieb von Pumpen und Kompressoren. 

Diese meist sehr hoch beanspruchten Maschinen stellen ganz 
besondere Anforderungen an die Güte und Festigkeit der verwendeten 
Materialien. Jede überflüssige Materialanhäufung ist zu vermeiden, 
und um das Material voll ausnützen zu können, ist eine genaue 
Kenntnis der auftretenden Beanspruchungen notwendig. Für den 
Konstrukteur ist es ein Bedürfnis sein Material soweit auszunützen 
als es zulässig und vor allen Dingen mit den Herstellungsrücksichten 
vereinbar ist. Wie weit diese Ausnützung getrieben werden kann 
ist immer Sache einer gründlichen Überlegung. Eine zu hohe Stei- 
gerung der Umfangsgeschwindigkeiten kann so viele Komplikationen 
nach sich ziehen und eine derart sorgfältige Auswahl und Bearbeitung 
des Materiales bedingen, daß der Gewinn sehr zweifelhafter Natur 
werden kann. 

Im allgemeinen kann man für gewöhnlichen, sorgfältig ge- 
gossenen und geglühten, ziemlich weichen Flußstahl, wie er beim 
Bau von raschlaufenden Magneträdern Verwendung findet, unbedenk- 
lich mit der Beanspruchung auf 

k^==kb= 1200 kg/qcm 
gehen, wenn die Proportionalitätsgrenze derartigen Materiales bei 
2200 bis 2400 kg/qcm liegt. Die zulässige Beanspruchung beträgt 
also rund die Hälfte der Spannung an der Proportionalitätsgrenze. 
Auf jeden Fall soll bei hoch beanspruchten Rädern die im Betrieb 
auftretende größte Beanspruchung (z. B. bei Tourenerhöhung durch 

Werner, Mech. Beanspr. raschl. Mag^eträder. 1 
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plötzliche Entlastung, Versagen des Regulators bei hydraulischen 
Turbinen usw.) unterhalb der Elastizitätsgrenze verlaufen, damit 
bleibende Deformationen vermieden werden. Keinesfalls aber darf 
die Fließ- oder Streckgrenze erreicht werden, die bei 2800 bis 
3000 kg/qcm liegt. Die Bruchbelastung schwankt zwischen 4000 und 
5000 kg/qcm, während die Bruchdehnung, auf die ursprüngliche Länge 
bezogen, etwa 20%, die Querzusammenziehung ca. 50% beträgt. 
Der Elastizitätsmodul des vorstehend genannten Materiales hat einen 
Wert von ungefähr 

j&« 2050000 bis 2100000. 
Für einen frei rotierenden Ring ergibt sich bei einem zulässigen 
Ä;»^ 1200 kg/qcm eine Umfangsgeschwindigkeit 

1/7^ i/ 981. 1200 ,^^ 

V ^ 125 m. 

Bei Dampfturbinen kann diese für Magneträder als Grenze zu 
wählende Umfangsgeschwindigkeit weit überschritten werden, da man 
dort eine durch gleichmäßig verteilte Radialkräfte belastete, durch- 
geschmiedete, homogene Scheibe oder Trommel von nicht allzu großer 
Dicke als Rotationskörper besitzt, während man es bei Magneträdem 
meist mit massiven Gußstücken zu tun hat, die nur schwer die 
gleichmäßige Beschaffenheit der Dampfturbinen-Laufräder erreichen 
können. Bei diesen hat man außerdem noch die Möglichkeit, die 
Scheibe ohne Bohrung für die Welle herstellen zu können, was die 
Beanspruchung wesentlich vermindert, bei Magneträdern aber mit 
Rücksicht auf Werkstattschwierigkeiten nur schwer ausführbar ist. 

Der Dampfturbinenkonstrukteur hat nun ferner den großen 
Vorteil voraus, in der Wahl seiner Baustoffe ungehindert zu sein, 
während der Konstrukteur von Dynamos wegen der erforderlichen 
magnetischen Leitfähigkeit an das Fluß- oder Schweißeisen gebunden 
ist und beispielsweise den mechanisch hochwertigen Nickelstahl ver- 
meiden muß. 



Der mechanische Aufbau der raschlaufenden Magneträder. 

Die modernen Räder zeigen vier charakteristische Formen: 

1. Rotoren mit verteilter Wicklung; 

2. Nabenräder, bei denen Pole und Nabe zusammengegossen sind; 

3. Scheibenräder; 

4. Schildräder. 
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Die ersten beiden Klassen repräsentieren die Ausführungsformen 
für hochtourige Maschinen (Turbogeneratoren). Den hohen Touren- 
zahlen entsprechend ist bei den 
gebräuchlichen Periodenzahlen die 
Polzahl gering. So ist z. B. bei 
50 Perioden und 3000 Touren die 
Polzahl j? = 2, bei 1500 Touren 
I? = 4, und bei einer Umfangsge- 
schwindigkeit von 80 m betragen 
die äußeren Ankerdurchmesser 
500 bezw. 1000 mm. Nach Ab- 
zug der Polhöhen bleibt hierbei 
für das eigentliche ßad nur noch 
wenig Raum. Zweipolige Räder 
werden daher nach Form 1 aus- 
gebildet, während die vierpoligen 
Typen zum Teil mit verteilter 
Wicklung, zum Teil mit ausge- 
prägten Polen gebaut werden, wo- 
bei die letzteren gewöhnlich mit 
der Nabe vergossen sind. 

Bei größeren Polzahlen, i? ^ 8, 
werden die Rotoren als Scheiben- 
oder Schildräder ausgeführt. 

Nachstehend erfolgt eine 
kurze Beschreibung der Räder, so- 
weit sie zum Verständnis des fol- 
genden rechnerischen Teiles er- 
forderlich ist. 



Die Rotoren mit verteilter 
Wicklung. 

Sie werden gewöhnlich aus 
einzelnenBlechscheiben aufgebaut. 
Die Erregerwicklung wird in 
Nuten untergebracht und gegen 
die Wirkung der Fliehkräfte durch 
Keile und Kappen geschützt. Die 

Wicklung selbt ist eine Trommel- oder Spulen wicklung, welche 
meist gleichmäßig über den ganzen Umfang verteilt ist. 
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Diese Rotoriype erlaubt mit Rücksicht auf mechanische Festig- 
keit eine Überschreitung der in der Einleitung angegebenen Grenz- 
geschwindigkeit von 125 m. Es lassen sich noch Umfangsgeschwindig- 
keiten von 150 m erreichen, da der Aufbau aus einzelnen Blechen 
erfolgt, das Material also homogen ist, und weil sämtliche ßadial- 
kräfte (Eigenfliehkräfte und Eandbelastung) gleichmäßig über den 
Umfang verteilt sind, also keine zusätzlichen Biegungsspannungen 
verursachen. Ein weiterer Vorteil ist der verhältnismäßig geräusch- 
lose Lauf. Dagegen lassen sich diese Rotoren trotz ihrer zylindrischen 
Form nur schwer ausbalancieren. Die Ursache scheint eine Ver- 
lagerung der Bleche zu sein, welche sich dadurch umgehen läßt, 
daß man den Rotorkörper und die Welle aus einem einzigen Stück 
herstellt. 

In Fig. 1 u. 2 ist ein Rotor skizziert. Die Fliehkraft der über 
den Rotorkörper vorstehenden Wicklung wird durch Kappen aus 




Fig. 3. 

gezogenem Stahl aufgenommen. Dieselben werden mit geringem 
Schrumpf warm aufgezogen. Statt der Kappen kann auch eine Ban- 
dagierung aus Stahldrähten angewendet werden (A. E. G.). Diese 
Ausführung ist vorteilhaft, da gezogener Stahldraht eine außerordent- 
liche Festigkeit besitzt (Zugfestigkeit für Tiegelstahldraht kx bis 
20000 kg/qcm) und Materialfehler nicht zu befürchten sind. Außer- 
dem fällt die ganze exakte Bearbeitung der Kappen weg. Die Küh- 
lung der Rotoren kann durch eine axiale oder radiale Luftführung 
erfolgen. 

Fig. 3 stellt die ältere Ausführung eines zweipoligen Rotors 
für 3000 Touren mit radialer Luftführung dar (S.S. W.). 

Die Nabenräder. 

Diese Radform kommt fast ausschließlich als vierpolige Type 
vor. Bei sechspoliger Ausführung, einer Umfangsgeschwindigkeit von 
80 bis 100 m und der normalen Periodenzahl cv3 = 50, ist der zu- 
lässige Ankerdurchmesser bereits wieder so groß, daß man der Nabe 
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die zur Aufnahme der Polverkeilung notwendigen Dimensionen geben 
kann. Nur bei der yierpoligen Type wird man daher im allgemeinen 
in die Lage kommen, Pole und Nabe als ein einziges Gußstück aus- 
führen zu müssen. Die Nachteile einer Konstruktion, welche das 
Lösen der Pole nicht erlaubt, sind die sehr schwierige Aufbringung 
der Magnetwicklung und der erschwerte Austausch einer beschädigten 
Spule. 

Für die Bearbeitung fällt allerdings die sehr exakt auszuführende 
Paßarbeit Ton Pol und Kad weg, wie auch die Anfertigung der zu- 




Fig. 4. 



Fig. 5. 



gehörigen Keile. Erschwert wird dagegen die Bearbeitung der ein- 
zelnen Flächen, die nicht nur mit Rücksicht auf die Ausbalancierung 
erfolgen muß, sondern auch um eventuelle Gußfehler, die durch die 
Gußhaut verdeckt werden, aufzufinden. Diese viei'poligen Räder 
lassen sich trotz ihrer ausgeprägten Formen leicht ausbalancieren. 
Ein Nachteil derselben ist das starke Geräusch, welches sie verur- 
sachen und ihre beträchtlichen Luftreibungsverluste. 

In Fig. 4 u. 5 ist ein Nabenrad dargestellt. Die Skizze zeigt 
nur den Radkörper ohne jede weitere Detailkonstruktion. 

Fig. 6 stellt einen bereits gewickelten vierpoligen Rotor eines 
Turbogenerators für 1500 Touren dar. 
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Die Wicklung der Pole besteht gewöhnlich aus Flachkupfer. 
Dasselbe wird hochkantig gewickelt und durch eine geeignete Ver- 
keilung an die Polschuhe angepreßt, damit kein Scheuern eintreten 
kann. Wird das Kupfer flachkantig gewickelt, dann ist die Wicklung 

gegen Ausbauchen und Ver- 
schieben sehr sorgfältig zu 
sichern. 

Die Polschuhe müssen die 
gesamte Fliehkraft der Wick- 
lung aufnehmen und sind dem- 
entsprechend sehr stark zu di- 
mensionieren. Mit Bücksicht 
auf die Ausnützung der Ma- 
schine und die magnetische 
Streuung zwischen den Polen 
wird man andrerseits wieder 
deren Höhe in radialer Rich- 
tung so niedrig als möglich zu 
halten suchen, und um dies zu 
erreichen , geht man mit der Be- 
anspruchung in denselben so 
hoch als es zulässig ist Eine 
Konstruktion von Westinghouse 
vermeidet diese starke Bean- 
spruchung der Polschuhe da- 
durch, daß die Erregerwick- 
lung in Nuten untergebracht 
ist, welche in den Radkörper 
eingefräst sind. 

Die Scheibenräder. 

Bei größeren Polzahlen, von 
acht aufwärts, und damit auch 
größeren Raddurchmessern (bei 
gleicher Periodenzahl und Umfangsgeschwindigkeit) kann das eigent- 
liche Rad als Scheibe ausgebildet werden. Bei mäßigen Kranzhöhen 
führt man den Querschnitt meistens als Rechteck aus, bei großen 
Kranzböhen dagegen in einer Form, die nach der Nabe zu allmäh- 
lich breiter wird, und zwar so, daß in jedem Querschnittselement 
möglichst die gleiche Tangentialbeanspruchung vorhanden ist. 
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In Kg. 7 u. 8 ist ein derartiges Rad dargestellt. Scheibenräder 
haben den Vorteil, daß sie bei allseitiger Bearbeitung leicht aus- 
balanciert werden können. Nuten zur Aufnahme von Ausgleichs- 
gewichten sind jedoch auf alle Fälle vorzusehen. 

Nachdem man gerade bei diesen Bädern in der Lage ist, ohne 
Bücksicht auf andere Eonstruktionsdetails den theoretisch günstigsten 
Querschnitt wählen zu können, so sind diese Bäder für große Ge- 
schwindigkeiten geeignet. Eine Grenze bildet hier die Zuverlässig- 
keit der Gießerei. Da man es gewöhnlich mit schweren Gußstücken 





Fig. 7. 



Fig. 8. 



zu tun hat, die nur unvollkommen durchzuschmieden sind, wird 
man aus Sicherheitsgründen mit der maximalen Beanspruchung nicht 
über den eingangs angegebenen Wert von 1200 kg/qcm hinausgehen. 
Die Befestigung der Pole auf dem Badkranze geschieht bei 
hohen Umfangsgeschwindigkeiten zweckmäßig durch Einfügen des 
Poles in eine keilförmige Nut und Eintreiben eines Keiles zur Er- 
zielung einer Spannungsverbindung. Dieselbe hat sich gut bewährt 
und liefert eine sichere und dabei doch wieder leicht lösbare Ver- 
bindung. Der Keilanzug beträgt gewöhnlich 1 : 70 bis 1 : 80. Der 
Keil kann seitlich (Fig. 7) oder unter dem Polfuß eingetrieben werden 
(Fig. 9 u. 10). Bei dieser letzten Konstruktion fallen die bei seit- 
licher Verkeilung auftretenden beträchtlichen Biegungsspannungen 
(excentrische Zugbeanspruchung) in den Grundflächen der Badzähne 
weg. Die genaue Einstellung des Luftraumes zwischen Botor und 
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Stator geschieht im ersten Fall durch Einlegen von Blechen unter 
den Polsitz, im letzten seitlich des Polfußes. 

Schraubenverbindungen sind ausgeschlossen, da sie zu große 
Dimensionen annehmen. Die Magnetwicklung besteht, wie bei der 
vorhergehenden Badform, fast ausschließlich aus hochkantig aufge- 
brachtem Kupferband. 

Ein besonderes Augenmerk ist bei den Scheibenrädern der Ver- 
keilung auf der Welle zuzuwenden. Da der Kranzquerschnitt ge- 
wöhnlich sehr groß und vor allen Dingen radial sehr hoch ist, so 
federt derselbe beim Eintreiben des Keiles nur außerordentlich wenig 
und die elastische Kompression des Keiles und der Welle reicht 
nicht aus, um der Dehnung des Rades unter der Wirkung der Pol- 



ff-^^f-^-'-'-h 
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Kg. 9. 
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Fig. 10. 



fiiehkräfte zn folgen. Der Keil löst sich und das Bad kann auf der 
Welle wandern. Bei Belastung der Maschine ist eine Wanderung 
nicht weiter zu befürchten, da die magnetischen Zugkräfte das Rad 
in seiner richtigen Lage halten, dagegen kann dies eintreten, sobald 
die Erregung ausgeschaltet wird. Außerdem ist die Möglichkeit vor- 
handen, daß die nur lose sitzenden Keile durch Vibrationen usw. 
vollkommen gelöst und herausgeschleudert werden. 

Eine diesbezügliche Untersuchung ist in einem späteren Abschnitt 
zu finden. 

Die SchUdräder. 

Bei größeren Durchmessern kann an Stelle des Scheibenrades 
auch das Schildrad ausgeführt werden. Dasselbe besteht aus einem 
frei fliegenden Kranz, an welchem die Pole befestigt sind und der 
von zwei seitlich angeordneten Deckschildern getragen wird. 

Fig. 11, 12 u. 13 zeigen eine derartige Ausführung.. 

Die Zentrierung von Kranz und Deckschild kann so erfolgen, 
daß sich ersterer frei dehnen kann und auf die Schilde keine Zug- 
kräfte überträgt. Die letzteren können dann verhältnismäßig schwach 
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gehalten werden, da sie nur das Gewicht des Kranzes und der Pole 
zu tragen haben. Zu berücksichtigen ist bei ihrer Dimensionierung 
die Beanspruchung durch die Eigenfliehkräfte. Der Kranz muß in 
dem Falle seine Eigenfliehkräfte und die der Pole aufnehmen. Kleine 
Verlagerungen des Kranzschwerpunktes aus dem geometrischen 




Wellenmittel sind bei dieser Zentrierung möglich. Mit Rücksicht auf 
die hiermit verbundenen Schleuderkräfte soll diese Ausführung nur 
für Geschwindigkeiten gebaut werden , die 70 m nicht überschreiten. 
Eine entgegengesetzte Konstruktion, bei welcher sich die Deckschilde 
an der Aufnahme der Polfliehkräfte beteiligen, erfordert eine sehr sorg- 
fältige Dimensionierung derselben. Die Befestigung der Pole erfolgt 
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hier, ganz wie beim Scheibenrade, gewöhnlich durch Verkeilung. 

Auch die Ausführung der Pole und Erregerwicklung ist die gleiche. 

Mit diesen geschilderten Radformen ist die Zahl der Ausführungen 

selbstverständlich nicht erschöpft Es wurden nur die gebräuchlichsten 



H3 




und für hohe Umfangsgeschwindigkeiten besonders geeigneten Kon- 
struktionen herausgegriffen. An Hand der nachfolgenden Unter- 
suchungen wird es jedoch möglich sein, auch für die Berechnung 
anderer Formen die notwendigen Unterlagen zu finden. 
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Räder mit Armsternen i) wurden in vorliegender Arbeit nicht 
behandelt, da sich diese Konstruktion für größere Umfangsgeschwindig- 
keiten schlecht eignet, sowohl wegen der durch die Arme hervor- 
gerufenen, zusätzlichen Biegungsspannungen im Kranze, wie auch 
wegen der auftretenden gefahrlichen Armbelastungen. 



Liste der Bezeichnuiigen und Ihre Bedeutung. 

A Formänderungsarbeit. 

By B* Konstanten (Untersuchung der Verkeilung von Scheibenrädern). 

^; ^ n j) V v n w 

Dk Kraft, mit welcher ein Keil der Welle eingepreßt wird. 

E Elastizitätsmodul. 

F Trägerquerschnitt. 

Fk wirksame Keilbreitseite der Polkeile. 

Fi (R-rJL ideeller Trägerquerschnitt. 

Fp Querschnitt eines Polfußes an der engsten Stelle. 

Fx Querschnitt eines Eadzahnes an der Wurzel. 

G allgemeine Bezeichnung für das Gewicht eines Konstruktionsteiles. 

J äquatoriales Trägheitsmoment des Querschnittes eines geraden Trägers. 

Jo Trägheitsmoment des Querschnittes gekrümmter Träger, bezogen auf die 

neutrale Biegungsachse. 
Js Trägheitsmoment des Querschnittes gekrümmter Träger, bezogen auf die 

Schwerpunktsachse. 
K Komponente der Polfliehkraft P'. 

L =21 Radbreite am Umfang (axial). 

Lk wirksame Keillänge. 

Ln axiale Radbreite an der Nabe. 

M allgemeine Bezeichnung für Biegungsmomente. 

Mo Biegungsmoment im Anfangsquerschnitt (p = und auf die neutrale 

Biegungsachse bezogen. 
Jfy Biegungsmoment im Querschnitt mit dem Winkel cp und auf die neutrale 

Biegungsachse bezogen. 
Mb spezielle Bezeichnung des Momentes im Anfangsquerschnitt, jedoch auf 

die Schwerpunktsaehse der Querschnittsfläche bezogen. 
Md Drehmoment. 

N allgemeine Bezeichnung für Normalkräfte. 

No Normalkraft im Anfangsquerschnitt. 

Na, N(p Normalkraft im Querschnitt mit dem Winkel « bezw. (f, 
P Z der Fliehkräfte eines Polkemes, der Wicklung, der Keile und eines 

Radzahnes. 



1) Eine Berechnung dieser Räder für geringe Kranzhöhen im Verhältnis 
zum Krümmungsradius findet sich in Schenk, Festigkeitsrechnung größerer 
Drehstrommaschinen (Verlag Teubner 1903). 



Digitized by 



Google 



— 12 — 

P' Fliehkraft des kompletten Poles inkl. Keile, jedoch ohne Eadzahn. 

Pd Umfangskraft, herrührend vom Drehmoment. 

Q = ZP gesamte Randbelastong eines Rades. 

JR Außenradius des aktiven Trägers. 

S Resultierende aus den Komponenten K. 

T Keildruck pro Keil (bei Tangentialverkeilung pro Keilpaar) auf die Welle. 

W Widerstandsmoment. 

Y magnetische Zugkraft eines Poles. 
Z Gesamtfliehkraft des Polträgers. 

2a Strecke, längs welcher die Fliehkraft P auf den Kranz übertragen wird 

(gemessen in tangentialer Richtung). 

b allgemeine Bezeichnung für die Breite. 

e = — - kg/cm* Konstante. 

Ci, (?2 Konstanten (Verkeilung des Rades auf der Welle). 

e kubische Ausdehnung. 

ek elastische Verkleinerung der Keildicke. 

er elastische Vergrößerung der Radbohrung. 

ew elast. Verkleinerung des Wellendurchmessers. 

g = 981 cm/sec ' Konstante der Erdbeschleunigung. 

h allgemeine Bezeichnung für die Höhe. 

* Konstante (Verkeilung des Rades auf der Welle). 

k allgemeine Bezeichnung für die Größe der zulässigen Beanspruchung. 
kb == Biegungsbeanspruchung. kx = Zugbeanspruchung. 

KKKK Integrationskonstanten (Untersuchung der Spannungs Verteilung in Scheiben- 
rädern). 

21 =L Radbreite am Umfang. 

m Koeffizient der Querkontraktion (für Eisen m = 10/3). 

n Umdrehungszahl pro Minute. 

p Polzahl. 

pP 

q = n nr ^g/ocm Belastuug pro qcm des Kranzumfanges. 

q^ spezifische Flächenpressung zwischen Polfuß und Radzahn. 

r Radius der Radbohrung. 

ro Abstand der NuUinie des Trägers vom Krümmungsmittelpunkt. 

rs Abstand der Schwerlinie des Trägers vom Krümmungsmittelpunkt. 

rm Abstand der Massenschwerlinie des Kranzes vom Krümmungsmittelpunkt. 

8 Druck pro qcm des Wellenumfanges infolge des Keildruckes T, 

u radiale Verschiebung eines Punktes unter der Wirkung der Fliehkräfte. 

tir Vergrößerung der Radbohmng infolge der Radbelastung, in Richtung 
der Keilkraft T gemessen. 

V allgemeine Bezeichnung für die Geschwindigkeit. 
Vs Geschwindigkeit im Kranzschwerpunktskreis. 

vu Umfangsgeschwindigkeit. 

w axiale Verschiebung eines Punktes des Rades. 

X Veränderliche. 

y 
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n 

2 « = — Winkel zwischen zwei Polmitten. 

P 

2ß Winkel des Bogenstückes , auf welchem die Fliehkraft eines Poles auf 

den Kranz übertragen wird. Je nachdem dieser Bogen am Um- 
fang-, Schwer- oder Nullkreis gemessen wird, erhält der zugehörige 
Winkel die Bezeichnung ßu, ß* oder ß. — Ermittelt wird ß aus 

der Beziehung smß = -^ bezw. — bezw. — . 
K Va To 

y spezifisches Gewicht (für Stahl y = 0,0078 kg/cm'). 

<f veränderliche Größe (Winkel) siehe Fig. 30. 

€r spezifische Dehnung in radialer Richtung. 

€t spezifische Dehnung in tangentialer Richtung. 

rj Abstand eines Flächenelementes von der Schwerpunktsachse der Quer- 
schnittsfläche. 

X Neigungswinkel der keilförmigen Polfüße. 

fji =ra — To Abstand der NuUinie von der Schwerlinie. 

= ^±i(=l,3). 

Q Reibungswinkel. 

a allgemeine Bezeichnung der Spannung. 

Ob Biegungsspannung. 

oe tangentiale Spannung infolge der Radeigenfliehkräfte (identisch mit atfc))» 

ür radiale Zugspannung. 

ar(q) ar(e) radiale Zugspannung infolge der Randbelastung bezw. der Eigenflieh- 
kräfte. 

at tangentiale Zugspannung. 

at(q) at{e) tangentiale Zugspannung infolge der Randbelastung bezw. der Eigen- 
fliehkräfte. 

Ox Zugspannung. 

T Schubspannung. 

Ol Winkelgeschwindigkeit. 

(f veränderliche Größe (Winkel). 
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IL Abschnitt. 



Allgemeine Untersuchung des Spannungszustandes 
gekrümmter Träger. 

Die bekannte Untersuchung der in gekrümmten Trägern auf- 
tretenden Spannungen wird kurz nochmals behandelt, da die End- 
formeln auf eine von der üblichen Weise etwas abweichende Form 
gebracht werden sollen. Außerdem soll diese Entwicklung die Unter- 
lagen für die spätere Bestimmung der in den Trägem auftretenden 

unbekannten Momente liefern. Das aus 
dem Balken herausgeschnitten gedachte 
Teilchen ÄÄ^ BB^ mit dem Winkel dq) 
möge unter dem Einfluß der Normal- 
kraft N und dem Moment M in die 
Gestalt AA'BB' übergehen. 

Die Momente werden positiv ge- 
rechnet, wenn die Krümmung stärker 
wird. Es bezeichne: 
R den äußeren Krümmungsradius, 
r „ inneren „ 

r, „ Krümmungsradius der Schwer- 
punktslinie der Querschnitts- 
flächen, 
Vo „ Krümmungsradius der bei Bie- 
gungsmomenten allein auf- 
tretenden Nullinie 
des herausgegriffenen, unendlich schmalen Trägerteilchens vor der 
Formänderung. 

Die in einem Querschnittselement mit dem Abstände y von 
der Nullinie auftretende Spannung ist: 

-^— . . . ^«Elastizitätsmodul 1) 

ds ' 




Fig. 14. 



a = ^- 



Jds= JdSo-\-y/idcp (vgl. Fig. 14). 
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Der Wert y hat sich naturgemäß bei der Deformation des Teil- 
chens AA^ BB^ gleichfalls geändert und ist in den Wert y ' über- 
gegangen. 

y'=.y^Jy, 

Es ist ferner: 

ds^(ro + y)d(p und dSo = rodg), 
Diese Werte in die Formel für a eingesetzt, liefern: 

o Jdso + («/ + ^y) ^dcp 



i^ [ro-^y)d(p 

Jdso To Jd(p y + Jy 
_ - _] 



2) 



dso To+y d(p To + y' 

Der Wert Jy ist ^ fj dy =^ f— -^dy 3) 

m = Koeffizient der Querkontraktion. 
Dieser Ausdruck wäre für Jy in Gleichung 2 einzusetzen, 
dieselbe zu differenzieren und nach o aufzulösen. Die Einfluß der 
Querkontraktion soll jedoch vorläufig vernachlässigt werden. Die 

Gleichung für -= vereinfacht sich mit dieser Vernachlässigung des 

Mi 
Wertes JyJdq) auf: 

a^ _ Jdsp Tq Jdcp y 
E'" dso ' To + y d(p To + y 

Zur Bestimmung der Werte . ^ und —f-^ stehen die beiden 

aso äcp 

Bedingungsgleichungen zur Verfügung: 

I. fadF=N IL faydF^M ... 5) 

wobei das Flächenelement dF=bdy und 6 = der Balkenbreite ist. 
Ehe die Auflösung dieser beiden Gleichungen erfolgt, soll der Ab- 
stand To der Nullinie vom ursprünglichen Krümmungsmittelpunkt 
bestimmt werden. Dieser Wert läßt sich auf Grund der Bedingung 
ermitteln, daß die Summe der durch das Moment allein in einem 
Querschnitt verursachten Spannungen verschwinden muß. 
Aus Gl. 1 folgt: 

Ob^c^— 6) 

ro 4- y 

wobei c eine Konstante ist, die von dem Biegungs- und Trägheits- 
moment abhängt. Es muß also 



/; 



1_ dF=^0 
n + y 
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sein. Die Gleichung erlaubt die Bestimmung von ro für einfache 
Querschnittsforraen auf analytischem, für komplizierte auf graphischem 
Wege. Für den rechteckigen Querschnitt ist beispielsweise nach GL 7 

ro={R—r):lsR/r 8) 

Hierbei ist vorausgesetzt, daß die Krümmungsmittelpunkte der inneren 
und äußeren Begrenzungskurve des Trägers zusammenfallen. Diese 
Bedingung kann in erster Näherung für die Mehrzahl der vorkom- 
menden Fälle als erfüllt angenommen werden. 

In die beiden Gleichungen 5 wird nunmehr der Wert von a 
aus Gl. 4 eingeführt. 



I. 



N Jdso r 



VodF Jdcp rydF 



E 



ro+y 
Jdso puydF 



+ 



n 



Jro + v dwj'i 



d(pJ Vo + y 
Jd(p py^dF 



ro + y 

Lösung der einzelnen Integrale: 
rodF ^_ rydF ^^ ry^dF 



d(pj To + y 



9) 



Jro + y ' Jr^ 



0; 



/ r, 



{rs—ro)F=iiF, 



la) 



IIa) 



IIb) 



o + y Jro + y /ro + y 

Mit diesen Werten gehen die Gleichungen 9 über in: 

N Adso, 



E' 
M 
E^ 
Ad(p 



dso 
Adcp 



d(p 
M 



F 



iiF 



10) 



11) 



d(p EfxF ' 

und diese Ausdrücke (Gl. 10) in die Gl. 4 eingesetzt, liefern für die 
Spannung o als Endformel: 

_^ M y 



N 



F Tg + y fiF Vp + y 



oder auch, für ro + y = x gesetzt, 



X 



12) 



Die vorstehende Formel ist allgemein gültig für gekrümmte 
Träger, unter den besonderen Näherungsann ahmen, ebener Quer- 
schnitte und vernachlässigter Schubkräfte und Querkontraktion. 

Bei der Anwendung der Formeln 12 ist zu beachten, daß die 
Momente auf die NuUinie und nicht auf die Schwerlinie zu be- 
ziehen sind. So ist z. B. für nebenstehenden Belastungsfall (Fig. 15) 
das in die Rechnung einzuführende Maximalmoment 
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M=^—Nlo 
und nicht «= — Nls. 
Die Differenz beider Momente be- 
trägt: 

—N(ls—lo) ^N. 

Will man aus irgend welchen 
Gründen mit dem Moment — Nlg (statt 
— Nlo) arbeiten, so sind die oben ge- 
nannten Formeln etwas umzuändern und 
es ist: 

N r 

_N M — fxN X — Vo 

und für M — ^N=Mb wird 

_N Mb X — To 






Fig. 15. 


N To ^ M X — To N N X — To 

F x'^fiF X ~F F X 


M x—n 

^fiF X 



13) 



Eine kleine Inkonsequenz liegt allerdings in dieser Formel, 
weil trotz der Einführung des auf die Schwerlinie bezogenen Mo- 
mentes Mh immer noch der Nullinien- Radius Tq in derselben ent- 
halten ist.^) Formel 13 hat jedoch andererseits in dieser Fassung 
den Vorteil einer guten Übersichtlichkeit und vor allem den einer 
leichten Deutung der vorkommenden Zeichen. 



1) Müller -Breslau vermeidet jede Beziehung auf den Nullinien -Radius 

durch Einführung von 9'?=iV und Z= 1— — —dF. wodurch er für a zu 

rs J Ts — y 

folgender Formel gelangt; 

_'ü,Mby ra 
^"F'^ Z 'rs — y' 
Das gleiche gilt von der Bachschen Formel, welche lautet: 
N Mb . Mb y 



F ' Frs ' xFrs ra+y 



wobei X 



Fjra 



y 



+y 



dF ist. 



Werner, Mech. Beanspr. raschl. Magneträder. 
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Die Formänderungsarbeit geicrUmmter Träger. 

Die in dem schraffierten Balkenelement nach der Formänderung 
aufgespeicherte Arbeit ist 

X 




da = ^dv 



Volumelement dv^bxdq)dx. Die Formände- 
rungsarbeit des durch den Winkel d(p begrenzten 
Balkenteilchens AA^BB^ ist 

r 

und die gesamte im Träger vorhandene Poten- 
ziale Energie beträgt 



Fig. 16. 



^-jeM'''^''^''' 



Der für o aus Gleichung 12 eingesetzte Wert ergibt 






2EF 
Für fxFro = Jo und Vodcp^dSo wird 



2EfxF 



dq) 



^==f2EF'^'^+f2Ej/'^'^ 



14) 



2EJo 

Nach GL 12 u. 14 lassen sich also die Einflüsse der 
Längskraft und des auf die Nullinie bezogenen Momentes 
sowohl für die Spannungsverteilung, als auch für dieForm- 
änderungsarbeit, vollständig trennen, ebenso wie beim ge- 
radenStabe, was bisher nicht bemerkt worden zu sein scheint. 

Mit dem aus Gl. 13 ermittelten Werte für a, bei dem die 
Momente auf die Schwerlinie bezogen sind, wird dagegen: 

^'^J-mF'^^'fy^F^'f'+j2EJ:^^'f' • • ^^) 
hierbei ist Ja^f^rgF. 

Auch der in Gl. 11 gefundene Ausdruck für die Winkeländerung 

M 



Adq) = 



-Tjdcp 



EfxF 

läßt sich mit dem Wert M=Mb + fJ^N in eine auf die Schwer- 
punktslinie bezogene zweite Form überführen: 

16) 



^ , N , Mi , 



1) Der in Gl. 14 dargestellte Ausdruck für die Formänderungsarbeit wurde 
von dem Eeferenten HeiTn Prof. Dr. Beissner angegeben. 
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Für die BestimmuDg der unbekannten Momente auf Grund des 
Satzes vom Minimum der Formänderungsarbeit kann nun entweder 
GL 14 oder 15 verwendet werden. Erstere hat den Vorteil der 
einfacheren Rechnung, zugunsten der letzteren spricht dagegen 
das Arbeiten mit dem gebräuchlicheren Schwerpunktsradius. Das 
gleiche gilt für Rechnungen, welchen die Beziehung /Ad 9 = zu- 
grunde gelegt ist. Die erste Darstellung der Winkeländerung AdqP 
nach Gl. 11 ist insofern sehr übersichtlich, als in der Formel nur 
Momente vorkommen, während die zweite Darstellungsweise Gl. 16 
sowohl Momente, wie Normalkräfte enthält. Dieser Übersichtlichkeit 
wegen, daß also, ebenso wie beim geraden Stabe, bei Winkel- 
änderungen nur die Momente, bei Dehnungen ohne Winkeländerungen 
nur die Normalkräfte Arbeit leisten, wird in den nachfolgenden 
Rechnungen der ersten Darstellung der Vorzug gegeben. 



Normalkräfle und Momente. 

Art und Wirkung der Kräfte. 

Die Beanspruchung eines Magnetrades wird hervorgerufen durch: 

1. die Fliehkräfte der Pole, 

2. „ Eigenfliehkräfte, 

3. „ magnetischen Zugkräfte, 

4. „ tangentialen Kräfte. 

Bei raschlaufenden Rädern (Umfangsgeschwindigkeit v>50) 
können die unter 3. und 4. aufgeführten Kräfte vernachlässigt werden, 
da sie gegenüber den außerordentlich hohen Fliehkräften der Pole, 
die einige hundert Tonnen pro Pol betragen können, nicht mehr in 
Betracht kommen. 

So betrug beispielsweise an einem ausgeführten 12 poligen Rade 
von 2300 mm Durchmesser die Fliehkraft eines Poles von ca. 435 kg 
Gewicht (inkl. Magnetkupfer, Keile usw.) bei 120 m maximaler Um- 
fangsgeschwindigkeit i) rund 458000 kg. Die Austrittsfläche für den 
magnetischen Kraftfluß eines Poles hatte eine Größe von oo 1450 cm* 
und bei einer Luftinduktion von 8000 Kraftlinien pro cm* ergibt dies 
eine Zugkraft von 



1450.^|2y^3700kgproPol. 



1) Umfangsgeschwindigkeit, für welche die Maschine nach Vertrag zu 
bauen war. 

2* 
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Das sind rund 0,8 % der Polfliehkräfte. Selbst bei der normalen 
Umfangsgeschwindigkeit des Bades von 60 m ist der Anteil der 
magnetischen Zugkräfte nur 3,24 %. Da sich die Beanspruchung des 
Bades durch die Eigenfliehkräfte noch beträchtlich vermehrt, so sinkt 
der prozentuale Einfluß der magnetischen Zugkräfte auf die Oesamt- 
beanspruchung des Bades noch weiter. Die Leistung dieser Maschine 
betrug bei 500 Touren (entspricht Vu^60m) max. 3000 PS. Das 
Drehmoment derselben war folglich 

Jfrf« 716,2-« 4300 mkg. 

Die von der Welle (280 mm Durchm. im Ankersitz) auf das 
Bad übertragene Kraft berechnet sich hieraus zu: 

Diese Kraft von cv> 31 Tonnen, welche in dem scheibenförmigen 
Bade Schubspannungen erzeugt, kommt nun gleichfalls gegenüber 
den Fliehkräften, welche für die Pole allein (bei 60 m Umfangs- 
geschwindigkeit) ca. 1400 Tonnen betragen, nicht mehr in Betracht. 

Wie dieses Beispiel bereits erkennen läßt, können die unter 3. 
und 4. aufgeführten Kräfte ohne Bedenken vernachlässigt werden, 
da außerdem die Umfangsgeschwindigkeiten der hier behandelten 
Maschinen gewöhnlich noch weit über 60 m liegen, wie sie obigem 
Vergleich zugrunde gelegt ist. 

Bei langsam laufenden Maschinen ist der Einfluß dieser Kräfte 
selbstverständlich zu berücksichtigen. Die Einführung derselben in 
die Bechnung bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten und kann 
nachträglich jederzeit erfolgen. 

Aus Symmetriegründen wird an den Bädern nur ein Sektor 
mit dem Winkel a untersucht Alle Beanspruchungen des Bades 
wiederholen sich nach dem Durchlaufen des Winkels 2 a periodisch. 
Der Winkel 2 a (s. Fig. 30) schließt den Polbogen von Mitte zu Mitte 
Pol ein, der Winkel 2ß dagegen den Bogen, längs dessen die Flieh- 
kraft eines Poles auf den aktiven Kranzumfang übertragen wird. 

Sind die Pole mit dem Kranze vergossen, so findet die Kraft- 
übertragung direkt am Polsitze statt, sind dieselben dagegen verkeilt, 
so wird die Fliehkraft eines Poles durch die keilförmig ausgebildeten 
Polfüße auf die beiden benachbarten Badzähne und erst durch diese 
auf den Kranz übertragen. Es fragt sich nun, ob diese Art der Pol- 
befestigung infolge der keilartig wirkenden Polfüße einen Einfluß 
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auf die Beanspruchung des Kranzes hat. Diese Untersuchung soll 
im nachfolgenden Abschnitt durchgeführt und dann zur Bestimmung 
der im Radkranze auftretenden Kräfte und Momente übergegangen 
werden. 

EInflnß der Polbefestigung auf die Beanspruehnng 
des Kades. 

Die Fliehkräfte der Pole werden, wie erwähnt, durch die Pol- 
füße und Keile auf den Eadkranz übertragen. Der Neigungswinkel 
der Polfüße sei x. Unter Berücksichtigung der in den Berührungs- 




Fig. 17. 

flächen vorhandenen Eeibung, gekennzeichnet durch den Eeibungs- 
winkel g, zerlegt sich die Polfliehkraft P' in zwei Komponenten K. 



K= 



2cos()c-?) («• ^ig- 1^)- 



Auf einen Zahn wirken zwei Kräfte K, die zusammengesetzt 
eine Eesultante 

^_^,cos(z— ^— a) 
cos(z — q) 

ergeben. K ist wesentlich in bezug auf Größe und Eichtung von 
der Eeibung abhängig; doch ist über die Größe derselben bei den 
hier herrschenden Auflagerdrücken nichts bekannt. 
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Die in der Literatur zu findenden Angaben über Reibungs- 
koeffizienten beziehen sich nur auf gegeneinander gleitende Flächen 
(Zapfen usw.) bei verhältnismäßig niedrigen Flächendrücken. In dem 
vorliegenden Falle ist jedoch ein Gleiten der Flächen schon wegen 
der durch das Eintreiben der Keile erzeugten Yorspannung aus- 
geschlossen; die erwähnten Angaben können also hier nicht in Be- 
tracht kommen. 

Man darf aber annehmen, daß q mit dem Auflagerdruck K 
zunehmen wird, bis schließlich ein Ineinanderpressen der Flächen 
eintritt und damit die Reibung und der Reibungswinkel sehr groß 
werden. 

Angenommen, die Beziehung zwischen q und dem Auflager- 
druck wäre bekannt, so könnte dieselbe graphisch, die Auflager- 
drücke als Abszissen, die Reibungswinkel als Ordinaten, in einem 
Koordinatensystem aufgetragen werden. Aus der Komponente von K^ 
senkrecht zur Berührungsfläche J* zwischen Zahn und Polfuß 

\T TT ^ COS^ 

iV = ACOSp = -^- 



2 cos(x — q) 
ergibt sich aber als spezifische Flächenpressung 

N 

und damit eine zweite Beziehung zwischen q^ bezw. K und q. Diese 
hat entgegengesetzten Charakter zur oben erwähnten; mit größer 
werdendem q nimmt q^ ab. Beide Kurven müssen sich schneiden, 
der Schnittpunkt würde die wirklichen Verhältnisse angeben. Zu 
erwarten ist, . daß der Schnittpunkt einen großen Wert für q ergibt. 
Andrerseits ist eine Grenze für den Reibungswinkel durch die Form 
des Polfußes gegeben, q kann nicht größer werden als x. Bei diesem 
Wert wird die Komponente K parallel zu P' und gleich der Hälfte 
von P\ 

P' 

Die Resultante aus je zwei Größen K wird 

iS'=P'cosa. 

8 ist in diesem Falle stets kleiner als P'. Bei der Unsicherheit 
der Größe der Reibung und im Interesse einer sicheren Rechnung 
ist für die weiteren Ausführungen angenommen, daß S^^P'ist, daß 
also von jedem einzelnen Zahnfuße die volle Fliehkraft eines Poles 
übertragen werden muß. Für die Ansatzstelle des Zahnes kommt 
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dazu natürlich noch die Fliehkraft des Zahnes selbst und die der 
Polbefestigungskeile. 

Die von einem Zahne auf den Kranz des Eades übertragene 
Kraft P setzt sich also zusammen aus: 

1. der Fliehkraft des kompletten Poles inkl. der Magnetwicklung, 

2. der Fliehkraft der Keile, Beilagen usw. und 

3. der Eigenfliehkraft des Zahnes selbst. 



Bestimmung der NormalkrSfte und Momente. 

I. Die Normalkräfte. 

Die beistehende Skizze stellt den Ausschnitt zwischen zwei 
Polmitten, aus dem Kranze eines Rades dar. Die hieran angreifenden 
Kräfte müssen miteinander im 
Gleichgewicht stehen. Es muß 
daher die Resultierende aus den 
beiden Komponenten No gleich 
der äußeren Kraft P sein, also 

2No^ma = P 
oder 

P 



No-- 



17) 



2sina 

Die Normalkraft im Schnitt 
mit dem Winkel cp vom An- 
fangsquerschnitt a — a aus ge- 
rechnet (später einfach mit Quer- 
schnitt (p bezeichnet) beträgt: 
P cos 9? 




Fig. 18. 



N(p='NoGO^(p = 



2 sina 



18) 



Diese Formel gilt nur für 
den Fall, daß die Übertragung 
der Kraft P auf den Kranz längs 
einer axial verlaufenden Geraden 
stattfindet. 




Fig. 19. 



II. Die Momente. 

Das Moment für den Querschnitt (p innerhalb des Winkels a 
beträgt auf die NuUinie bezogen: 

M^ = Mo + Noro(l —cos (p). 
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Das unbekannte Moment Mo des Anfangsquerschnittes läßt sich 
auf Grund der Bedingung bestimmen, daß nach der Formänderung 
der Winkel a eines Sektors aus Symmetriogründen erhalten bleiben 
muß. Es muß daher 



p4d(p = 



sein. Nach Formel 11 ist 



In diese Gleichung ist der Wert von M^ einzuführen und zwi- 
schen den Grenzen bis a zu integrieren 

J^dtp ^^J(Mo + NoTo (1 — cos99)Jd(jp = 0. 



Hieraus 



M.^-N.r.{l-^^) 



P 

und für No den früher ermittelten Wert r—, — eingesetzt gibt: 

2 sm a ® ° 



Hiermit wird: 



Pu^a-^ 

2 « sin a ' 



^ «cosy-sia« . _ _ go) 

^ 2 «sma 



Das Moment im Querschnitt a ist: 

Pvo a cos a — sin a 



Ma^ 



2 a sin a 



Graphische Darstellung der NormalkrSfte und Momente« 

Um über die Größe und den Verlauf der Normalkräfte und 
Momente innerhalb der Grenzen (p = bis 9? = « einen Überblick 
zu erhalten, sind diese in Fig. 20 u. 21 für vier Magneträder mit 
den Polzahlen 2, 4, 6 und 12 abhängig von tp graphisch dargestellt. 

Diese Darstellung verfolgt den Zweck zu zeigen, an welchen 
Punkten des Kranzes Maximalwerte der auftretenden Spannungen zu 
erwarten sind. Die Darstellung der Kurven erfolgte nach den Formeln 
P r cos 99 



^<P- 2 



und Jf =_ 

^ 2 sm 7C p TV 



[cos 99 "I 
sin 7t /p J 

r cos<jp p 

[sin 7c/p 7t 



7t 
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(Die beiden Klammerausdrücke unterscheiden sich nur durch 
den Summanden pjjt von einander.) 

Das Maximum der Normalkräfte liegt, wie Fig. 20 zeigt, für 
alle Polzahlen gleich, stets in der Mitte zwischen zwei Kraftangriffe- 
punkten, das Minimum dagegen im Kraftangriffepunkt selbst 

Die Kurven der Momente (Fig. 21) zeigen ebenfalls zwei ausge- 
zeichnete Werte, ein negatives Maximum im Querschnitt 99 = und ein 







Fig. 20. 

positives Maximum im Querschnitt q) = a. Im Schnitt 99 = sucht das 
Moment eine Vergrößerung des Krümmungsradius herbeizuführen; es 
treten daher an der Eadinnenseite Zug- und am Umfang Druckkräfte 
auf. Der Größe nach überwiegt das positive Maximum; ohne Be- 
rücksichtigung des Einflusses der Normalkräfte würde also die größte 
Beanspruchung in Form von Druckkräften am Umfang des Rades 
auftreten. Mit Berücksichtigung der Normalkräfte — Zugkräfte — 
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kann jedoch das absolute Maximum der Beanspruchung an die Bad- 
innenseite und zwar an die Stelle qp = springen. Die größten auf- 
tretenden Spannungen sind in diesem Fall Zugspannungen. 




Fig. 21. 

In der nachfolgenden Tabelle sind die Werte der Normal- 
kräfte und Momente (für die genannten Polzahlen) zusammen- 
gestellt, mit welchen die Kurven der Fig. 20 u. 21 aufgezeichnet 
wurden. 

Die Werte der Tabelle für die Normalkräfte sind noch mit P, 
die der Tabelle für die Momente noch mit Pu zu multiplizieren. 
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Normalkräfte 


Momente 


y 


p = 2 


p=4. 


p^ß 


^=12 


p = 2 


p = 4 


p = ß 


p«12 




cos 9 


cos (p 

2 sin 71/4 


cos (p 

2 sin 71/6 


cos^ 


cos (p 1 

2 sin 71/2 n 


cos 9 2 

2 sin 71/4 n 


cos (p 3 

2 sin 71/6 71 


cos y 6 




2 sin 71/2 


2 sin 71/12 


2 sin 71/12 n 





0,5 


0,707 


1,00 


1,933 


0,182 


0,070 


0,045 


0,023 


5 


0,498 


0,705 


0,996 


1,926 


0,180 


0,068 


0,041 


0,016 


10 


0,492 


0,697 


0,985 


1,904 


0,174 


0,060 


0,030 


— 0,006 


15 


0,483 


0,684 


0,966 


1,869 


0,165 


0,047 


0,011 


— 0,041 


20 


0,470 


0,666 


0,940 




0,152 


0,029 


— 0,015 




25 


0,453 


0,641 


0,906 




0,135 


0,004 


-0,049 




30 


0,433 


0,613 


0,866 




0,115 


-0,024 


-0,089 




40 


0,383 


0,542 






0,065 


- 0,095 






45 


0,354 


0,5 






0,035 


- 0,137 






50 


0,321 








0,003 








60 


0,250 








— 0,068 








70 


0,171 








-0,147 








80 


0,087 








— 0,231 








90 











— 0,318 









Bestimmung der Normalkräfte und Momente 
mit Berfieksielitigung der &r8ße der Eraftangriffsfläelie. 

Die im vorausgegangenen Teil entwickelten Formeln für Nq> 
und Mq> gelten strenge nur für den Fall, daß die äußeren Kräfte 
in einer zur Achse parallelen Geraden von der Länge L = Eadbreite 
angreifen. Angenähert liegt dieser Fall vor, wenn die Befestigung 
der Pole durch eine oder durch mehrere in einer axial verlaufenden 
Geraden liegende Schrauben erfolgt. Gewöhnlich werden jedoch 
die Polfliehkräfte bei raschlaufenden Rädern durch breite Flächen 
auf den Kranz übertragen, sei es, daß die Pole direkt mit dem Pol- 
träger vergossen oder, wie früher schon besprochen, mit demselben 
verkeilt sind. Diese Art der Kraftübertragung hat eine dämpfende 
Wirkung auf die Maxima der auftretenden Momente. Besonders das 
(positive) Moment im Schnitt q) = a wird hierdurch stark beeinflußt. 

Dieser Einfluß wird nachfolgend untersucht. 

I. Die Normalkräfte. 

Der halbe Winkel zwischen zwei Polmitten sei wieder mit a 
bezeichnet. Der Winkel 2/3, an der Nullinie gemessen, grenze da- 
gegen jenen Bogen ein, auf welchen die direkte Übertragung der 
äußeren Kräfte erfolgt. 
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Verteilen sich die Fliehkräfte P über eine Strecke 2a, in 
tangentialer Kichtung gemessen, so bestimmt sich ß aus der Beziehung 

a = ro sin ß. 

Die Fliehkraft pro cm Breite 
der Übertragungsfläche beträgt: 

P ^ P 

2a 2roSiiiß 

Im Querschnitt gp = ist 
wie früher die Normalkraft: 
P 




No = 



2 sina 



Fig. 22. 



Für einen beliebigen Quer- 
schnitt innerhalb der Grenzen 
9? = bis qp «= (a — ß) = y ist die- 
selbe 

iVy = iVo COS qp = -^ -^-^ . 
^ ^ 2 sm a 



Für einen Querschnitt zwischen den Grenzen (p = y bis q) = a 
ist dagegen p 

iVy = No cos qp — ^y sin (a — qp). 

In diese Gleichung die Werte für Nq^ a und y eingeführt, gibt 



Na 



P ["cos (p 



2 jsin« 

T 



-sin(a — qp)- 



sin^ (a — qc) 



sin/:^ 



']■■ 



21) 



II 



Diese Formel für Ng, gilt für jeden Wert von q? innerhalb der 
Grenzen bis a, wobei jedoch zu beachten ist, daß der 

Ausdruck 11 = für tp^y 
wird. Für qp = a wird, wie füher, 

Pcosa P 



Na = 



_ . = - cotg a. 
2 sma 2 ° 



IL Die Momente. 
Für einen beliebigen Schnitt qp (vgl. Fig. 22) ist 
.Mtp = Mo + Noro{l — GOS(p)—Ji^ 
wobei zu berücksichtigen ist, daß 

Mp = für y^y 
wird. Es ist: 
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4siii/^ 



[sin ß — sin (a — q))Y' 



Dieser Wert ist in die Gleichung von Jf^ einzuführen 



4:smß^ 



2sina^ 

Die Bestimmung von Jf^ erfolgt wieder auf Grund der Be- 
dingung, daß a 

fAdq)=0 sein muß. 

o 



Hieraus: 



-. Pro a— sina , Pro 



2 a sin a 



Sa 



2/?sin/J+3co8/? + 



sin^^ 



22) 



Für /J = geht der vorstehend gefundene Wert von Mo in den 
früheren über: 

Proa — sina 



2 a sin a 
Mit dem Moment Mo aus Gl. 22 wird nunmehr 



Mo, 



Pro 



acoscp — sina 



asina 



+ 



8a 



ß 



2 Ä sia /? + 3 cos iS +-:i--ä — 4 



= iäi <p^y 



Pro 



4sin/3 



sin/S— sin(a — 9?) 



23) 



Verlauf und Größe von JV^ und Mtp. 

Auch hier soll die Normalkraft N(p und das Moment Mg, graphisch 
dargestellt werden, um den Einfluß der Größe der Kraftangriffsfläche 
übersichtlicher verfolgen zu können. Die Aufzeichnung wird nur für 
ein vierpoliges Ead durchgeführt, da sich die Änderung der Werte 
Ng, und M(p mit der Polzahl ganz so verhalten muß, wie bei dem 
einfachen Belastungsfall, der in den Kg. 20 u. 21 veranschaulicht ist. 

Die Bestimmung von JV^ und Mg, erfolgt nach den GL 21 
und 23, welche nachstehend nochmals wiederholt sind: 
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II 



N^ = P 



cos 
2 sin 



qp 1 / . - V sin«(a— 9))\ 
-^ -5 sin (a— 9?) ■ . ^M 

Ausdruck II = für <p^y. 
I II 



M --Pr /^r « cos y -sin« ] 1^ 

^9'- '^'^°(,[ 2«sina J 8« 



2^sinj8 + 3cos/J- 



ß 



sin/S 



H 



ni 



Ausdruck 111 = für qp^y. 



Die Glieder I, II usw. sind in den nachfolgenden Tabellen einzeln 
aufgeführt und ebenfalls getrennt graphisch dargestellt. Die vor den 




Fig. 23. 
Klammern H stehenden Werte ^r— und 



Fig. 24. 

^ , . ^ sind dabei mit berück- 

8 a 4 sm /3 

sichtigt. Hierdurch wird es möglich, den Einfluß eines jeden dieser 

Faktoren beurteilen zu können. 

Den tabellarischen Rechnungen wurde das in Fig. 23 und 24 

skizzierte Rad zugrunde gelegt. Die für die Lösung erforderlichen 

Dimensionen sind: 

Polzahl jp = 4; i? = 24,0 r = 14,0 cm 2 a = 32 cm 

24. 
ro = {B^r): lg R/r =lOfi lg ^=18,55 cm 
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P 

sin/? = - = -1|- = 0,862 und hieraus /? = 59 « 30'. 
ro 18,55 ^ 

Dieses Rad wurde gewählt, da es verschiedene Sonderheiten 
aufweist, welche es für eine nähere Betrachtung geeignet erscheinen 
lassen. So ist vor allen Dingen der Winkel ß im Verhältnis zu a 
sehr groß, sogar größer als a selbst, so daß man schon im voraus 
einen stark dämpfenden Einfluß auf die Maximalwerte der Momente, 
gegenüber dem früheren Belastungsfall /?=0, erwarten kann. 

Das Moment Ma ist, wie die nachfolgende Tabelle zeigt, gegen 
früher von 0,136 Pu auf 0,0035 Pro gefallen und Mo von —0,071 Pn 
auf — 0,0025 P7V 

1. Zusammenstellung der Werte N^ als Funktion von 99. 



(pino 


-14,5 


— 10 


-5 





5 


10 


15 


1 


— 


— 


— 


0,707 


0,705 


0.696 


0,683 


n^) 





0,020 


0,042 


- 0,063 
+ 0,063 


— 0,081 
+ 0,042 


— 0,096 
+ 0,020 


— 0,105 


Ncp 


— 


— 


— 


0,707 


0,666 


0,620 


0,578 



(pinO 


20 


25 


30 


35 


40 


45 


1 


0,665 


0,641 


0,613 


0,579 


0,542 


0,500 


II 


-0,107 


— 0,103 


-0,090 


-0,069 


-0,039 


-0,00 


N^ 


0,558 


0,538 


0,523 


0,510 


0,503 


0,50 



Die Werte der Tabelle sind noch mit P zu multiplizieren. 

2. M^ als Funktion von cp (s. Tabelle S.33). 
Die bei dieser ßadform auftretenden Momente sind, wie Fig. 25 
zeigt, praktisch zu vernachlässigen, da sich dieselben für die ein- 
zelnen Schnittrichtungen nur wenig über die Nullinie erheben. 

1) Da Winkel /?>« ist, so greifen die Kurven II (Normalkraft) und 
III (Momente) in das Gebiet der benachbarten Pole ein. Das gleiche findet aber 
auch von diesen Polen statt. Die Kurvenstückchen mit der Bezeichnung „Ein- 
fluß des benachbarten Poles" sind also von gleicher Größe wie die an Kurve IE 
(oben) und Kurve III (unten) fehlenden Stückchen (siehe Fig. 25). 
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Bei Rädern mit lösbaren Polen jedoch, bei welchen der Winkel /S 
gewöhnlich kleiner als a ist, werden die Momente zwischen den 
vorstehend behandelten extremen Fällen ß ^0 und /?>a liegen. 




Fig. 25. 

In den bisherigen Entwicklungen wurde nun stillschweigend 
vorausgesetzt, daß der Radius Tq resp. Vg für jeden Wert von qp 
konstant sei. Bei Rädern mit größerer Polzahl und eingesetzten 
Polen ist diese Annahme ja auch ohne weiteres zulässig, da der- 
selbe durch die Kranzzähne nur wenig beeinflußt wird. Vergl. 
Mg. 7. Anders liegen aber die Verhältnisse bei Rädern mit niederer 
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<pia 


I 


II 


III ^) 


M^ 


Bemerkungen. 


-14,5 


— 


— 


0,0 





Die "Werte von M(p wur- 


— 10 


— ■ 


— 


- 0,00052 


— 


den in Fig. 25 graphisch 


— 5 


— 


— 


- 0,00267 


— 


ermittelt. 


T 


- 0,071 


+ 0,0825 


-0,0070 


— 0,0025 


Die Vorzeichen der Ta- 


5 


— 0,068 


•n 


— 0,014 


— 


bellenwerte sind mit Be- 


10 


— 0,060 


V 


— 0,024 


— 


rücksichtigung des Zei- 


15 


- 0,0475 


•n 


- 0,038 


— ■ 


chens vor der Klammer () 


20 


- 0,029 


•n 


— 0,056 


• — 


gewählt. 


25 


-0,0045 


fl 


-0,078 


0,0 


Die Werte der Tabelle 


30 


+ 0,0235 


•n 


- 0,106 


0,0 


sind noch mit Pro zu mul- 


35 

^ 40 


+ 0,0565 
+ 0,095 


V 


— 0,137 

— 0,174 


I 


tiplizieren. 


45 


+ 0,136 


T) 


-0,215 


+ 0,0035 





Polzahl und angegossenen Polen. Hier wechselt der Wert Tq sprung- 
weise sehr stark, wenn man die Polkerne selbst als Teile des Trägers 
betrachtet 

Je nach der Plastizität oder Dehnbarkeit des verwendeten 
Materiales . werden größere oder kleinere Partien des Polkernes an 
der Aufnahme der tangen- 
tialen Spannungen teil- 
nehmen. 

In der Skizze Fig. 26 
wurde darzustellen ver- 
sucht, in welcher Weise 
sich die arbeitenden Quer- 
schnitte . für die einzel- 
nen Schnittrichtungen bei 
einem vierpoligen Rade 
ungefähr ändern. Im Quer- 
schnitt 9 = werden die 
arbeitenden Fasern stark 
eingeschnürt, hier müssen 
also auch die Maximalwerte 
der Spannungeil auftreten. 




Fig. 26. 



Der mittlere in Rechnung einzuführende Abstand der Null- 
linie vom Krümmungsmittelpunkt müßte auf Grund dieser Vorstellung 
größer gewählt werden, als es oben geschehen ist. Da man aber 
über die Teilnahme des Materiales der Polkeme an der Aufnahme 
der tangentialen Zugspannungen nur auf rohe Schätzungen ange- 



1) Siehe Anmerkung Seite 31. 
Werner, Hoch. Beanspr. raschl. Magneträder. 



3 
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wiesen ist, außerdem die Bechnungen durch solche Berücksichtigungen 
nur unklar und außerdem wenig genauer werden, wird angenommen, 
daß die äußersten arbeitenden Fasern durch den Kreis mit dem 
Radius R (siehe Fig. 26) eingeschlossen werden. Durch diesen Radius 
und die Bohrung 2r sind dann auch die Dimensionen r« und r^ 
festgelegt. 

Berücksichtigt man noch den Einfluß der vorspringenden Nabe 
(s. Fig. 24) auf den aktiven Trägerquerschnitt, so wird die getroffene 
Annahme über die Größe von B und damit auch r© weiter gerechtfertigt. 

Man erkennt hieraus, daß gerade beim vierpoligen Rade mit 
angegossenen Polen die (in den obigen Tabellen) ermittelten Werte 
der Momente nur Näherungswerte sein können. Für Räder mit ver- 
keilten oder verschraubten Polen ist die Ermittlung der Momente 
zutreffender, da hier die Gußanhäufungen und damit auch die starken 
Änderungen der Radien des aktiven Trägers wegfallen. Fig. 7 wie 
auch Fig. 30 lassen dies ohne weiteres erkennen. 

Die Elgenfliehkräfte der Polträger. 

Ist die Höhe des Magnetradkranzes klein im Verhältnis zum 
Schwerpunktsradius, so ist es zulässig, die entstehenden Zugspannungen 
als gleichmäßig über den Kranzquerschnitt verteilt anzunehmen. Die 
Größe derselben ergibt sich nach bekannter Formel zu 

. v« 2 f »« = Geschw. im Schwerpunkt, 

2t a = ^— - I y = spez. Gewicht, 

9 { ^ = Konstante der Erdbeschleunigung. 

Für große Kranzhöhen ist diese Bestim- 
mung nicht mehr zulässig. Ebenso darf nicht 
mehr eine gleichmäßige Verteilung der Zug- 
spannungen angenommen werden. Dieselbe er- 
folgt vielmehr nach dem früher ermittelten Gesetz : 

Nto 
Fig. 27. a=^-. 

Diese Formel ist identisch mit Gl. 12, für Jf=«0 gesetzt. 
Der Wert der Normalkraft N ergibt sich unmittelbar aus der 
Gleichge wichtsbedigung : 

Ndq) = —dq) (s. Fig. 27) 
Ar ^ 
wobei Z die Fliehkraft des Polträgers bedeutet. 
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Die Eigenfliehkraft Z. 
Eine Scheibe von der Dicke L und den Eadien r und B, welche 
mit der Winkelgeschwindigkeit w rotiert, besitzt die Fliehkraft: 

R 

Z=^fdmia^x^ « 



wobei das Massenteilchen ävYi = 27txL— dx ist. 

9 

Z^2^Lr^fx^dx = 2^L^ ^^. 

9rJ 9 ^ 

Will man den vorstehenden Ausdruck auf die 
gebräuchlichere Form 

Z- 



^zszsssz 



>* 



H 



O 
9 



cü^rm 



Fig. 28. 



bringen, so ist für den Eadius der Massenschwerlinie der Wert 

in Rechnung zu setzen. 

Die durch die Eigenfliehkräfte hervorgerufene Spannung beträgt 
nunmehr ^ ^ 



27tFx 

welche an der Eadinnenseite, das 
heißt für x = r. den Maximalwert 



24) 



ö"« max — 



Dicke und den Dimensionen — = -^ 



27tTl'^~g~'^{ß^^)''r 

erreicht. 

Der durch Formel 24 gegebene 
Spannungsverlauf ist nebenstehend 
für ein Scheibenrad von konstanter 

r~ 2 

aufgezeichnet. Radius u ist = 

(i?-r) :1g ^«4,972. 

Weiter wird hier auf die durch 
die Eigenfliehkräfte erzeugten Span- 
nungen nicht eingegangen, da die in 
dem IV. Abschnitt angegebene Methode eine exaktere Berechnung 
derselben erlaubt, während die obige Formel nur Näherungswerte 
liefert. 
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III. Abschnitt. 



Die Beanspruchung der Magneträder. 

Nachdem die Größe der Normalkräfte und Momente unter der 
Wirkung der Randbelastung und der Eigenfliehkräfte bekannt ist, 
kann zur Ermittlung der in den Polträgern auftretenden Spannungen 
übergegangen werden. Es wird sich hauptsächlich um die Be- 
stimmung der auftretenden Maximalwerte handeln. 

Wie die vorausgegangenen Untersuchungen ergeben haben, 
tritt das Maximum der Normalkräfte stets im Schnitt 9? = 0, also in 
der Mitte zwischen zwei KraftangrifiFsstellen auf. Die erzeugten 
Normalspannungen sind stets Zugspannungen. 

Das Maximum der Momente tritt für den Belastuügsfall ^ = 
im Schnitt 9? = « auf (vgl. Fig. 21), nimmt aber mit wachsendem j8 
sehr rasch ab. Berücksichtigt man nun, daß der Maximalwert der 
Zugspannungen stets an der Kadinnenseite d. h. für x = r auftritt 
und das Moment im Schnitt 9> = 0, das im allgemeinen nur wenig 
verschieden von Ma ist, negativ ist, also ebenfalls an der Kad- 
innenseite Zugspannungen erzeugt, welche sich zu den von den 
Normalkräften herrührenden addieren, so ergibt sich, daß in diesem 
Schnitt das absolute Maximum der Beanspruchung auftreten muß. 

Die auf Seite 16 abgeleitete Formel 12 zur Bestimmung der 
Spannungen lautet: 

_N To M X — To 

Führt man in diese Formel die für No und Mo ermittelten 
Werte, entsprechend dem jeweiligen Belastungsfall /8>0 und für x 
den Wert r ein, so ergibt sich amax zu 

, _No n Mo r—To 

Zu diesem Wert addiert sich noch die durch die Eigenflieh- 
kräfte erzeugte Spannung 
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« _ -^ ^' 

so daß der Endwert für Omaz lautet: 

Z 



ffmax- l^-jT 



+ 



2nF 



r i^F' r 



Für den Belastungsfall ß = Q würde sich also durch Elnftihrung 
der Werte 



jv; = . 



asm — 



Mo-' 



P 



Pro 


7t . 7t 

sm — 

V P 


2 


7t . 7t 

-sm — 
P P 



eine Maximalspannung ergeben von der Größe 

7t 



^VbKIL 






. 7t 

P Z " Iro Ptq p p Tq—t 

7t ^"^ 27tF\r ^ 2iiF' 7t . 7t ' r ' 



2sin-.jP 
P 



-1^ 
Fh 



sm 
P P 



Für den Belastungsfall ^ > sind dagegen für No und Mo die 
durch die Gleichungen 17 und 22 bestimmten Werte in die Formel 
für (Xmax einzusetzen. 

Wie nun schon bei der Ableitung der Formel 12 bemerkt 
wurde, stellt dieselbe nur einen Näherungswert für a dar, da sie 
weder den Einfluß der Querkontraktion noch den Einfluß der durch 
den Druck der Längsfasem aufeinander entstehenden Kadialspannungen 
berücksichtigt Mit Kücksicht auf die bei Polradkonstruktionen vor- 
kommenden, teilweise sehr großen Trägerhöhen, im Verhältnis zum 
Krümmungsradius, ist es wissenswert, den Einfluß dieser Faktoren 
kennen zu lernen. 

Den Einfluß der Querkontraktion berücksichtigt eine Formel 
von Prof. Müller-Breslau 1), welche lautet: 

1 k; 






hierin bedeutet: 






1) Müll er- Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, 3. Aufl. 
S. 223 u. f . 
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y — 



dF 

m + l 



dF 



i^-r 



10 



m 



und für m = -^'j ^=1,3 



1/— Abstand eines Flächenelementes von der Schwer- 
punktsachse der Querschnittsfläche. 

Für den rechteckigen Querschnitt ist 



wobei 



0), 



0), 






Die obige Formel für a wird erhalten, wenn man bei der Ab- 
leitung dieser Größe Gl. 3 (S. 15) berücksichtigt 

Dieser Formel steht nun die früher gefundene Gl. 13 gegenüber: 

N MbTs y 
^ F'^ Js To + y 

Die Berücksichtigung der Querkontraktion bedingt also, wie ein 
Vergleich beider Formeln zeigt, eine bedeutend größere rechnerische 
Arbeit. Der Einfluß selbst soll an einem ziemlich extremen Bei- 
spiel untersucht werden, bei welchem die Trägerhöhe im Verhältnis 
zur Krümmung sehr groß ist. 

Es sei - = 5, also /•,= — 3— ==3r und h^B — r«4r 



%h 



m = 



10 



Wi 



Hierfür wird 
10 

" 3 



[V'-i r+^J 



10 



(1,390 — 0,858) =1,771 



0), 



' Wi' + |)''--l/(l- f)''-] -T"'^'l-»'«"- '•'«» 
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• K, r.w^ 3 

-p, = -^=jc.,= 1,328 

Für «= + j7 ist - — — ■■ = -»„-- = 4,172 

1 /^ ^\"*^^ 0,2397 ' 

Mit diesen Werten wird: 

i^, (-ift) r,„g l328l--^+(-^»^12 93 
i^ , (-Ifi) r 0>515- 1,828 1 -^ {-^») Q7 

Diesen "Werten gegenüber liefert Formel 13 
a„,ax = ^+-^^^ 11,53 

Der Unterschied zwischen beiden Formeln kennzeichnet sich 

durch die an -j-^ beigefügten Zahlenfaktoren. Mit Berücksichtigung 

der Querkontraktion erhält man also für die maximale Biegungs- 
spannung einen um <^ 12,1 % höheren Wert (bezogen auf o"max nach 
GL 13). 

Über die Beanspruchung von Trägem mit gekrümmter Mittel- 
linie ist nun in neuerer Zeit in der Z. d. V. d.i. eine Arbeit von 
C. Pfleiderer^) erschienen, welche die bei der Deformation des 
Trägers senkrecht zur neutralen Paserschicht auftretenden Kräfte be- 
rücksichtigt. Der Einfluß dieser Radialkräfte kann nun, wie die 
Arbeit beweist, bei stark gekrümmten Trägern ziemlich erheblich 
werden. 

Da die Lösung der Endformeln ziemlich umständliche Zahlen- 
rechnungen erfordert, so hat C.Pfleiderer zur Umgehung derselben 

1) C. Pfleiderer, Die Beanspruchung stabförmiger Träger mit gekrümmter 
MitteUinie, Z.d.Y.d.L 1907 S. 209 u.f. 
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für die maximale Spannung an der Radinnentante eine Näherungs- 
formel angegeben, welche mit seinen genauen Formeln gut überein- 
stimmende Rechnungswerte liefert und welche lautet: 

1,5 \ 



''"F-WA^ + Ü 



^-0,42' 

Das frühere Vergleichsbeispiel auch nach dieser Methode be- 
handelt, liefert: 



Zum Vergleich seien nochmals die für (Xmax ermittelten Werte 

zusammengestellt: 

N l—Mb) 
I. nach Müller-Breslau (Xmax = ^H rrT-^ • 12,93, 

IL „ Formel 13 . . == ^+ i=^ . 11,53, 

III. „ C. Pfleiderer . = ^+ ^^ • 10,54. 

Gegenüber dem Wert unter II. liefert die Formel unter III. um 
<^8,6 7o kleinere, die Formel unter I. um <^ 12,1 7o größere Biegungs- 
spannungen. Die Entscheidung, welche dieser Formeln der Wirk- 
lichkeit am nächsten kommende Werte liefert, kann nur an Hand 
experimenteller Untersuchungen gefällt werden. 

Derartige Versuche wurden ausgeführt von FöppP) an schmied- 
eisernen (Eisenbahnkupplungs-)Haken, von Bach 2) an gußeisernen 
Bügeln, von Andrews-Pearson^) an Haken und aufgeschlitzten 
Ringen aus Stahl usw. 

Föppl legte bei der Berechnung der Bruchspannungen seiner 
Versuchshaken die strenge nur für gerade Balken gültige Formel 
■ ■ ' ■ ' N ^ M 

zugrunde, wobei W das Widerstandsmoment des geraden Trägers 
von gleicfhem Querschnitt bedeutet. In der Form der obigen Glei- 
chungen I. bis ni. geschrieben, ist 

TV ^ N Mb ^ 



1) Föppl, Festigkeitslehre, 2. Aufl. S. 215. 

2) Bach, Elastizität und Festigkeit, 4. Aufl. S. 510 u.f. 

3) Andrews-Pearson, Drapers' Company Eesearch Memoirs, London 1904. 
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Die Bruchspannungen, die Föppl mit dieser Formel ermittelte, 
lagen beträchtlich höher (ca. 26 %) als diejenigen, welche zuvor mit 
dem gleichen Material durch Zugversuche festgestellt wurden. Von 
allen Weiterungen einmal abgesehen bleibt als Schlußergebnis, daß 
die Formel IV ausreichende Sicherheit für die Bestimmung der Bruch* 
belastung bietet. . 

Die von Bach angestellten Versuche an gußeisernen Bügeln 
von rechteckigem Querschnitt und starker Krümmung ergaben da- 
gegen, daß die nach der gleichen Formel ermittelten Bruchspannungen 
wesentlich niedriger (ca. 32 % für die Versuchskörper), nach der 
Bach sehen Formel gerechnet (welche mit Gl. 13 übereinstimmt)^ 
jedoch (ca. 20 %) höher lagen, als sie durch Biegungsversuche an 
den geraden Bruchstücken festgestellt wurden. 

Die Folgerung, die Prof. Bach hieraus zieht, ist: „es ist un- 
richtig, gekrümmte Träger, für welche r« (Krümmungsradius der 
Mittellinie) im Verhältnis zur Trägerhöhe h nicht ausreichend groß 
ist, allgemein wie Stäbe mit gerader Mittellinie zu berechnen". Weiter 
folgt, daß die nach der Formel von C. Pf leiderer sich ergebenden 
Spannungen den Versuchsergebnissen näher kommen, die der Formel 
von Müller-Breslau sich dagegen wieder weiter entfernen. 

Derartige Biegungsversuche, bei welchen Proportionalität zwischen 
Spannung und Dehnung bis zur Bruchgrenze, vorau^esetzt wird, 
haben jedoch nur geringe Beweiskraft. Aus diesem Grunde sind 
die Versuche von Andrews wertvoll, welche sich innerhalb der 
Elastizitätsgrenze des Versuchsmateriales bewegten. Nach Feststellung 
der Proportionalitätsgrenze an Zugversuchen wurden die aus dem 
gleichen Material bestehenden Haken einer Biegungsprobe unterworfen 
und die Dehnungen abhängig von der Belastung bestimmt. i) Es 
konnte aus dem Punkte, in dem sich die aufgezeichnete, anfangs 
gerade Dehnungskurve zu krümmen beginnt, die Proportionalitäts- 
grenze und die hierbei vorhandene Belastung ermittelt werden. Mit 
dieser Belastung und der von Andrews -Pearson aufgestellten Formel, 
welche identisch mit derjenigen von Müller-Breslau ist, war man 
in der Lage, die Spannung an der Proportionalitätsgrenze zu rechnen, 
welche sich für alle Versuchskörper in guter Übereinstimmung mit 
den aus den Zugversuchen ermittelten Werten befand. Für die 
Versuchskörper mit den Dimensionen JJ/r^ 1,5^2 betrugen die 



1) Auf eine nähere Beschreibung der Versuche muß hier verzichtet werden 
und es sei daher auf die bereits angeführte Originalarbeit hingewiesen. 
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Differenzen entsprechend 5-^2 %. Aus diesen Versuchen folgt also, 
daß innerhalb der Elastizitätsgrenze Formel I zutreffende Werte 
liefert. 

Die Erscheinung, daß Formel IV, trotzdem sie so beträchtlich 
von Formel II abweicht, für schmiedeiserne Haken derart reich- 
liche Werte für die Bruchspannung ergibt, rührt, wie schon Prof. 
Bantlin in der Z. d. V. d. I. 1899 S. 404 und 502 ausgesprochen hat, 
von der Fähigkeit des Schmiedeisens her, seine äußersten, ange- 
strengten Fasern bei Beanspruchungen über die Elastizitätsgrenze 
hinaus so weit zu dehnen, daß auch die inneren, weniger belasteten 
Fasern mehr zur Teilnahme an der Kraftaufnahme gezwungen werden. 
Außerdem vermindert sich die Krümmung des Hakens beträchtlich, 
sobald die Belastung in die Nähe der Bruchlast kommt, infolge der 
starken Deformationen, womit gleichfalls eine Abnahme der maxi- 
malen Beanspruchung verbunden ist, wie die obigen Formeln I bis 
III erkennen lassen. 

Geht man von Gl. 13 aus, so werden die gerechneten Spannungen 
mit Berücksichtigung der Querkontraktion größer (Formel Müller- 
Breslau und Andrews), mit Einführung der radialen (oder Quer-) 
Spannungen jedoch kleiner (Formel von Pfleiderer). Eine Formel, 
welche den Einfluß beider Faktoren berücksichtigt, gibt es bis jetzt 
noch nicht, deren Werte müßten sich jedoch nach vorstehendem 
wieder denen der Gl. 13 nähern. 

Sämtliche Formeln nehmen keine Rücksicht auf die Wirkung 
auftretender Schubkräfte und auf die wirkliche Verteilung der Last 
über den gefährdeten Querschnitt, sondern setzen voraus, daß die 
Querschnitte eben bleiben. Für Haken mag dieser Zustand 
genügend richtig sein, bei Magneträdem besteht jedoch die Möglich- 
keit, daß durch die besondere Verteilung der äußeren Kräfte eine 
wesentlich andere Beanspruchung des betrachteten Querschnittes ein- 
treten kann, als eine der Gleichungen I bis IV angibt. Bevor man 
sich daher für die Benützung einer diese Formeln entschließt, wird 
es vielleicht zweckmäßig sein, die auf den exakten Grundlagen der 
Elastizitätstheorie aufgebaute Untersuchung der Spannungsverteilung 
in scheibenförmigen Rädern durchzuführen und sich erst an Hand 
von deren Ergebnissen endgültig zu entscheiden. Da es jedoch 
wünschenswert ist, zuvor den Anteil der Biegungsspannungen am 
Gesamtwert der Spannungen kennen zu lernen, so werden mit Be- 
nutzung der Gl. 12 die beiden nachfolgenden Beispiele durchgerechnet. 
An denselben soll gleichzeitig der vollständige Gang einer derartigen 
Magnetradberechnung gezeigt werden. 
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Erstes Beispiel. 

Die Beanspruchung eines 6poligen Magnetrades mit 

yerkeilten Polen (Periodenzahl » 45). 

Die Hauptabmessungen des Rades sind den Fig. 30 und 31 zu 
entnehmen. Da der Querschnitt des Polträgers ziemlich unregel- 
mäßig ist, so wird der Abstand ro der Nullinie vom Krümmungs- 




Fig. 30. 



Fig. 31. 



mittelpunkt, ferner der Wert f^F zweckmäßig durch graphische 
Integration bestimmt. 

Aus Gl. 7 ergibt sich, für ro + y = x gesetzt, die Größe To zu 

F 



ro=^ 



2f 



Ist Vo bekannt, so ermittelt sich iiF am einfachsten aus der 

Beziehung 

fjiF={rs—ro)F, 

2xdF 



wobei 



F 



ist. 



ydF 



Die Werte ^ — und 2xdF werden durch graphische Sum- 
mierung erhalten. 
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1. Bestimmung der Werte F^ ro, r« und ^F des 
Trägerquerschnittes. 
Der Querschnitt desKades wird, wie Kg. 32 zeigt, in 11 Flächen- 
teile zerlegt. Die Größe der einzelnen Teile und deren Schwerpunkts- 




abstände von der Abszissenachse wurden der Zeichnung entnommen 
und in nachstehende Tabelle eingetragen. 









dF 






Nr. 


dF 


X 


X 


xdF 


Bemerkungen 


I 


40,0.3,0=120 


44,5 


2,70 


5340 


Die Tabellenwerte 


II 


40,0 


3,0=120 


41,5 


2,89 


4980 


gelten sämtlich nur 


III 


41,0 


3,0=123 


38,5 


3,19 


4735 


für die gezeichnete 


IV 


43,4 


3,0=130,2 


35,5 


3,67 


4625 


Hälfte des Quer- 


V 


45,6 


3,0=136,8 


32,5 


4,21 


4450 


schnittes. 


VI 


50,8 


2,5=127 


29,75 


4,27 


3780 




vn 


57,3 


1,5= 86 


27,75 


3,10 


2390 




vni 


60,0 


2,0=120 


26 


4,61 


3120 




IX 


60.0 


2,0=120 


24 


5,00 


2880 




X 


60,0 


1,5= 90 


22,25 


4,04 


2000 




XI 


30,0 


.2,5= 75 
1248 


20,25 


3,70 
41,38 


1520 
39820 





ferner 



Aus der Tabelle ergibt sich nun der Trägerquerschnitt zu 

J^= 2 -1248 = 2496 qcm, 

1248 „.,„ 
'■'' = 4i;38 = ^^'^^*''"' 
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^. = ^ = 31,907 cm, 
fxF= (r, — ro)jP= 1,747-2496 = 4360,5 cm^. 

2. Gewichte und Fliehkräfte, 
a) Pole inkl. Magnetkupfer und Keile. 
. 45 Perioden entsprechend ist n = 900 ^) (6 Pole) 
und hiermit die Winkelgeschwindigkeit 

" = -^ = ^*'^'7 = -9;8r'^^^- 

Die Fliehkraft ist 



Z=0'— iV ){ ^^ Gewicht in kg 

g «» V &/ j ^^ 3^ Schwerpunktsradius 



m m. 



Nr. 



Gegenstand 



G^ (in kg) 



rm (in m) 



Z (in kg) 



Polkern 49 • 64 • 38 • 7,8 : 1000 

für Ecken ab 2 • 5« • 38 • 7,8 : 1000 
Polschuh 73-76.8.7,8:1000 

Polfuß 11±^ . 15 . 64 . 7,8 : 1000 

Kupfer 1900 kg : 6 

Keil und Beilage 15 • 4 • 80 • 7,8 : 1000 



915 

346 

150 

317 
37 

1765 



0,80 

1,02 

0,52 

0,80 
0,54 



661000 

319000 

70500 

229000 
18100 

1297600 



Die Fliehkraft eines kompletten Poles beträgt also 
P'= 1297,6 Tonnen. 

b) Kadzahn. 

Gewicht = 610 2) . 80 • 7,8 : 1000 ^ 380 kg; r^ = 0,57 m 
Fliehkraft =- 196000 kg. 

c) Die Belastung P eines Kadzahnes (am Zahnfuß) 

P= 1297,6 + 196 ^ 1494 Tonnen. 

3. Die Beanspruchung des Polträgers, 
a) Die Normalkraft im Querschnitt 9? = ist 
P 1494 



No- 



2 sin« 2 0,5 



= 1494 Tonnen, 



1) Die Betriebstourenzahl des Rades ist n = 500. 

2) Die Fläche der Zahnbreitseite wurde der Zeichnung entnommen. 
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7t TC 

wobei a = - = 30^; sin — = 0,5. 

V P 

Der Winkel ß beträgt 

)8 = 22^50' (der Zeichnung entnommen). 

[Kann auch aus der Beziehung sin )8 = — bestimmt werden.] 

b) Nach Gl. 22 beträgt das Moment im Anfangsquerschnitt 

_^.r«--sin«_l/ .^ ^^^^ ^_ N-l 

2a 1_ sin a 4 V '^ sm /S Jj 



1494-30,16 

2 • 7r/6 



yr/6 — 0,5 



0,5 

+ 



— j ^0,3990 . 0,3880 + 3 0,9216 



0.399 AI 
0,388 7j 



= — 43000 [0,0472 — 0,02515] 948 cm Tonnen. 

Der zweite Wert in der Elammer bringt den Einfluß der Be- 
rücksichtigung der Eraftangrif^fläche zum Ausdruck. 
Nach Gl. 12 ist: 



_ JVo r« , M r 



F r iiF r 
^ 1494 30,16 —948 19 — 30,16 
~"2496' 19 "*" 4360 ' 19 

« 0,950 + 0,128 = 1,078 Tonnen/qcm 
- 1078 kg/qcm. 



4. Die Zugbeanspruchung des Polfußes. 

Der Querschnitt an der engsten Stelle des keilförmigen Pol- 
fußes beträgt 

15 X 64 = 960 qcm. 

Die Zugbeanspruchung desselben ergibt sich somit zu 

1297,6 — 88,6 ^ , 

^ 96Ö Tonnen/qcm. 

Der Wert — 88,6 Tonnen rührt von der Fliehkraft des Polfußes 
selbst und der Verkeilung her, welche die betrachtete Fläche nicht 
beanspruchen 

(7-^^1260 kg/qcm. 
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5. Die Beanspruchung des Badzahnes. 

a) Auf den Querschnitt F^ des Zahnfußes wirkt eine exzen- 
trische Zugbelastung (vergl. Fig. 30 unten). 

Der Zahn wird also auf Zug und Biegung beansprucht. 

P . M 

F^ == 80.23,5 = 1880 qcm; TT«« ^^y^^' = 7360 qcm. 
Das Moment ist: 

Jf ^ p. 3,5 = 1494 . 3,5 = 5230 cm Tonnen. 
Hiermit wird : 

^ ^ I88Ö + 736Ö ^ ^''^^^ + ^''^^^ Tonnen/qcm 
0"= 1505 kg/qcm.i) 

b) Der spezifische Druck senkrecht auf die Zahnseitenflächen ist: 

P cos X sin X 



2Afci 
1297,6-0,342.0,94 



Tonnen/qcm 



2-15.64 
= 217 kg/qcm. 

^1 =» axiale Länge des Polfußes. 

c) Die Beanspruchung der Zahn- 
flanken. 

Der unter dem beliebigen Winkel 5, 
gegenüber dem Anfangsschnitt I, gedachte 
Schnitt II durch den Zahn wird bean- 
sprucht: 

1. durch das Moment P/2 cos d-x^ 

2. durch die Normalkraft P/2 sin d, 

3. durch die Schubkraft P/2 cos d. 

In der nachfolgenden Berechnung wird der Einfluß der Schub- 
kraft vernachlässigt, da an den Stellen, wo die Biegungsspannungen 
Maximalwerte erreichen, die Schubspannungen = sind. 





p^t 


I a 1 




,-,..: 


■} 


'£^ 




, 'ISO.H . 











Fig. 33. 



1) Diese hohe Beanspruchung tritt nur beim Probebetrieb mit dem 1,8 fachen 
Wert der normalen Tourenzahl auf. Sie ist trotzdem für gewöhnlichen Stahlguß 
nicht mehr zulässig. Der Rotorkörper muß in derartigen Fällen aus einzelnen, 
sorgfältig durchgeschmiedeten Scheiben zusammengesetzt werden, um die Gewiß- 
heit zu haben, daß das Material homogen und blasenfrei ist. 
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Der Abstand x ist 

' Sin X 

und das Moment 

T,r P » Ä COS (x — S) Ph cos d cos (x — d) 

M= -TT cos d. ^ : -. :—- ^^ '-- 

2 2 sin % 4 sin x 

Das Widerstandsmoment der Querschnittsfläche II beträgt 

6 cos* d 
b == axiale Länge des Zahnes. 

und folglich 



^ft= ttF 



-¥^^_3P cosM-cos(x — (?) 
TT ""26A* sin X 



Die Zugbeanspruchung des betrachteten Querschnittes ergibt 
sich zu: 

P/2 sind P . .. 
G^ = — Srr — = -rrr sm 2ö. 
fefe 4:bh 

cosd 
Die Gesamtbeanspruchung ist nun: 



P 

= 0b + 0^^ 



2bh 



cos* d cos (x — d) sin 2 dl 
sm» 2 J 



Um die Schnittrichtung zu finden, in welcher der Maximalwert 
von o auftritt, ist vorstehende Gleichung nach d zu differenzieren, 
das Differential « zu setzen und der erhaltene Ausdruck nach d 
aufzulösen. 

Um jedoch einen Überblick zu erhalten, wie sich der Wert 
a mit dem Winkel d ändert, wird die graphische Darstellung 
des Spannungsverlaufes bevorzugt und aus dieser sowohl der 
Maximalwert von ex, wie auch die zugehörige Schnittrichtung er- 
mittelt. 

Da diese graphische Darstellung nur für bestimmte Werte von x 
erfolgen kann, so wird x einmal zu 60® und einmal zu 70® an- 
genommen. Zwischen diesen Grenzen bewegt sich bei ausgeführten 
Maschinen der Winkel x. 

P 



^> ^^26A 



\,cos3d.cos(60— d) 1 . ^. 

3 r-^ -' + — sm 2d 

sin bO 2 
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& 


cos'cT 


cos (ÖO—cT) 


cos»(fcos(60 — (T) 
sin 60 


i.sm2(r 


a 





1 


0,500 


1,732 





'^'''■2 Fr 


3 


0,997 


0,545 


1,882 


0,052 


1,934 , 


5 


0,988 


0,574 


1,965 


0,087 


2,052 , 


7 


0,979 


0,602 


2,040 


0,121 


2,161 , 


10 


0,955 


0,643 


2,126 


0,171 


2,297 „ 


15 


0,901 


0,707 


2,205 


0,250 


2,455 „ 


20 


0,830 


0,766 


2,201 


0,321 


2,522 , 


25 


0,744 


0,819 


2,109 


0,383 


2,492 , 


30 


0,650 


0,866 


1,950 


0,433 


2,383 , 


35 


0,548 


0,906 


1,720 


0,470 


2,19 , 


40 


0,450 


0,940 


1,462 


0,492 


1,954 , 


45 


0,353 


0,966 


1,180 


0,500 


1,68 , 



II) 



'-U 



3 ^-^ + TT sin 2d 

sin 70 2 



; Fj^-bh 



& 


COS'(f 


cos (70— (f) 


cos»(fcos(70— (T) 
sin 70 


ysin2(r 


a 





1 


0,342 


1,092 





'^^'•2F, 


3 


0,997 


0,391 


1,243 


0,052 


1,295 „ 


5 


0,988 


0,423 


1,336 


0,087 


1,423 , 


7 


0,979 


0,454 


1,419 


0,121 


1,540 , 


10 


0,955 


0,500 


1,525 


0,171 


1,696 , 


15 


0,901 


0,574 


1,649 


0,250 


1,899 , 


20 


0,830 


0,643 


1,704 


0,321 


2,036 , 


25 


0,744 


0,707 


1,678 


0,383 


2,061 , 


30 


0,650 


0,766 


1,589 


0,433 


2,022 , 


35 


0,548 


0,819 


1,438 


0,470 


1,907 , 


40 


0,450 


0,866 


1,243 


0,492 


1,735 „ 


45 


0,353 


0,906 


1,020 


0,500 


1,520 , 



Die Werte der vorstehenden Tabellen sind in dem Kurvenblatt 
Fig. 34 graphisch dargestellt. Wie aus diesen Kurven hervorgeht, 
liegt der Maximalwert von a für x = 60® bei d^ 21 <> und für x = 70<> 
bei (J^25®. Das Maximum von o verschiebt sich unter dem Ein- 
fluß der Zugspannungen etwas im Sinne des wachsenden Winkels d, 
wie aus dem Vergleich der o- und a^-Kurven hervorgeht. Die Zug- 
spannungen selbst wachsen mit dem doppelten Winkel d und haben 
ihr Maximum bei d « 45 ®. Der Winkel x ist sowohl auf die Lage des 
Maximums von ex, wie auch auf die Größe dieses Wertes von Einfluß 
und die Beanspruchung wird größer mit kleiner werdendem Winkel x. 

Werner, Mech. Beanspr. raachl. Magneträder. 4 
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[Es ist darauf zu achten, ob die Schnittrichtung mit dem 
Maximalwert von a über den Schnitt lEE (Kg. 33) hinaus fällt, da 
für diesen Fall die vorstehende Rechnung nicht mehr stimmt. Bei 




Beansprncliung der Zahnflanlcen. 



1,6. 

1.0 

^6 

\0 
0.9 
0,6 

0% 



5 10 15 ao ^5 30 35 HO 4-5* 
Fig. 34. 

den in Frage kommenden Konstruktionen ist dies jedoch niemals zu 
erwarten.] 

Der Maximalwert von a für vorstehendes Beispiel ist für x = 70^ 
(vergleiche die zugehörige Kurve) 

p 1 4.Q4.000 

Für den Konstrukteur ist es vielleicht zweckmäßig zu be- 

p 

merken, daß a zwischen den Werten 2,1 <^2,5jr-^^ bei den für x 

^ Ji i 

gebräuchlichen Winkeln 70**cv>60* schwankt. Man ist damit in der 
Lage, bei gewähltem Winkel z und einer bestimmten zulässigen Be- 
anspruchung (7 die Höhe der Polftiße bezw. der Radzähne sofort zu 
bestimmen. 
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6) Die Eigenfliehkräfte des Polträgers. 

Die für den rechteckigen Polträger aufgestellte Gleichung zur 
Bestimmung der Eigenfliehkräfte lautet allgemein: 

9rJ 

Auch hier kann durch graphische Integration die Zentrifugal- 
kraft für jeden beliebigen Trägerquerschnitt bestimmt werden. 
Die im Querschnitt erzeugte Normalkraft beträgt 



N^^ 



27t g^. 
und die auftretenden Spannungen 






a = 



Nto 
F X 



Zur Bestimmung des Ausdruckes fx^dF sind die Einzelwerte 
xdF der früheren Tabelle noch mit dem jeweils zugehörigen Werte x 
zu multiplizieren, womit man folgende Zahlenreihe erhält: 



7 8.Q4 22 
N= -gj^3 • 1339200 = 94400 kg 



Nr. 


x'dF 


I 


237600 


II 


206600 


in 


182200 


IV 


164100 


V 


144400 


VI 


112400 


vn 


66300 


VIII 


81100 


IX 


69100 


X 


44600 


XI 


30800 




1339200 



Nu 94400 30,16 _,„-, . 



cm. 



Die Beanspruchung des Polträgers mit 
Berücksichtigung der Eigenfliehkräfte ist: 

cTmax 7= 1078 + 120 « 1198 kg/qcm. 

Dies entspricht einer Erhöhung der Be- 
anspruchung gegen früher um <^11%. 



7. Der Einfluß der magnetischen Zugkräfte. 

Der magnetische Zug eines Poles beträgt rund 16500 kg. Mit 
diesem Wert erhöht sich die von einem Zahne auf den Kranz über- 
tragene Kraft von 1494 auf 1510,5 Tonnen. Die Beanspruchung des 
Zahnes und Polträgers wächst proportional hiermit, also im Ver- 
1510,5 



hältnis 



1494 



und das ist rund eine Erhöhung der Spannungen von 



1 %. Man erkennt hieraus, daß der Einfluß dieser Kräfte ohne 
Bedenken vernachlässigt werden darf. 
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Zweites Beispiel. 
Die Beanspruchung eines ISpoUgen Scheibenrades. 

(Gerechnet- für eine maximale Tourenzahl n = 1000/min.) 

Da dieses Beispiel in einem späteren Abschnitt zum Vergleich 
der verschiedenen Rechnungsmethoden dienen soll, wird zur Be- 
stimmung der maximalen Spannung ein vom vorhergehenden Bei- 
spiel al) weichender Weg eingeschlagen. Es wird nämlich nur der 
in Fig. 8 punktiert eingezeichnete, rechteckige Querschnitt in die 
Rechnung eingeführt und die Spannungen für diesen ermittelt, da 
diese Querschnittsform für Vergleichsrechnungen die einfachste und 
daher auch übersichtlichste ist. Die Spannungen für den wirklichen 
Querschnitt können dann nachträglich durch Reduktion im umge- 
kehrten Verhältnis der wirklichen Querschnittsfläche zur Fläche des 
angenommenen rechteckigen Querschnittes gefunden werden. Inwie- 
weit dieses letzte Verfahren für die Bestimmung der wirklichen 
Spannungen zulässig ist, wird eine nachträgliche Eontrollrechnung 
ergeben, bei der, wie im ersten Beispiel, sofort mit dem wirklichen 
Querschnitt gerechnet wird. 

Das Rad ist in Fig. 7 und 8 dargestellt. 

Das Gewicht eines Poles beträgt inkl. 95 kg Magnetkupfer und 
der Verkeilung ^ 385 kg, das eines zugehörigen Zahnes ca. 50 kg. 

Die gesamte von einem Zahne auf die Scheibe übertragene 
Kraft P berechnet sich zu P= 458 000 kg. 

Es ist (vgl. Zeichnung) i?=70cm, r=-14cm und hiermit 

R + r 



= 42 cm 
z 

To = (R—r) : lg— = 34,8 cm 
r 



I für den rechteckigen 
Querschnitt. 



itt = r« — ro = 7,2 cm 

F^ (R—r)L == 56 . 30 = 1680 qcm. 

Für das 12 polige Rad ist ferner der Winkel 

««- = 0,262 bezw. 15 ». 
P 

26 
Aus der Zeichnung ermittelt sich der Winkel -^ zu 

^=12^50' 
bezw. ß = 0,224 im Bogenmaß gemessen. 

[Rechnerisch ergibt sich ß aus der Beziehung 
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-^ = 1 = 2^^»» 



Die Normalkraft ^o ist 

P 458000 



^885000 kg. 



Mo = 



2 sin a 2 • 0,2588 ' 
Das Moment M^, ergibt sich nach Gl. 22 zu 
458000-34,8 



2-0,2618 
0,224 



M5^^1^-l(2.(.,224.«,222 + 3.0,975 



-4]l = -30440000r0,01159-0,00834 



^— 99000 cmkg. 



' 0,222 

Für diese Werte von No und Mo wird 

885000 34,8 99000 14 — 34 ,8 
CXmax- jggQ • ^^ 7,2-1680' 14 

= 1310 + 12 = 1822 kg/qcm. 

Um diesen Wert mit der Formel von C. Pf leiderer vergleichen 
zu können, ist das Moment auf die Schwerlinie zu beziehen. 

Mb^Mo — f^N= — 99000 — 7,2 • 885000 = — 6471000 cmkg 
und hiermit 10,545 

__ 885000 6471000 / ' 1,5 \ 

CTmax- ^gg^ + g^^g^ V "^ 42 _ J 

56 ' 
^ 527 + 725 ^ 1252 kg/qcm. 

Der Unterschied in den Endwerten beider Formeln beträgt 

<^5,37o auf 1322 kg/qcm bezogen. Dieses geringe Ergebnis ist dem 

N 
verhältnismäßig großen Anteil des Ausdruckes ^ zuzuschreiben, der 

ja in beiden Formeln den gleichen Wert liefern muß. Vergleicht 
man dagegen nur die von den Momenten {beidemal auf die Schwer- 
linie bezogen) herrührenden Spannungen, so wird der prozentuale 
Unterschied sofort größer ausfallen. Dieser Tergleichswert beträgt 
<^8,87o ^^^ bildet erst ein Charakteristikum für die auf verschie- 
dener Basis aufgebauten Formeln. 

Zu den obigen Spannungen addieren sich noch die durch die 
Eigenfliehkräfte erzeugten Beanspruchungen. 

Der Maximalwert der letzteren ist: 
_Ycol R^-r^n 7,8-104,7^ lOl^l*« 34^ _ 
""- p 3(i2-r)r - 981-10» 3-56 14 =^^^^m^'^- 
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Die Gesamtbeanspruchung des Polträgers wird hiermit 
= 1322 + 438 = 1760 kg/qcm. 

Die Erhöhung der Beanspruchung infolge der Eigenfliehkraft 
beträgt hierbei 33 7o- 

Den bisherigen Rechnungen war eine konstante Radbreite von 
30 cm zugrunde gelegt Reduziert man die erhaltene Spannung im 
umgekehrten Verhältnis zur wirklichen Querschnittsfläche, so ergibt 
sich in erster Annäherung für die maximale Beanspruchung an der 
Nabe 

a'm„= 1760 —^ = 1290 kg/qcm. 

Dieses angenäherte Verfahren ist nur insofern begründet, als 
die Querschnittsfläche F in der zur Berechnung von a verwendeten 
Formel in beiden Gliedern derselben linear (Nenner) auftritt, die 
Spannungen also umgekehrt proportional den Flächen verändert 
werden dürfen. 

Sehr nieder ist bei diesem Rade der Einfluß des eigentlichen 
Biegungsmomentes (Moment auf die NuUinie bezogen); die Normal- 
kraft ist für die Größe von a allein ausschlaggebend. Auf Grund 
dieses Ergebnisses ist es auch zulässig das Rad derart zu rechnen, 
als wenn es durch eine gleichmäßig verteilte Belastung beansprucht 
wäre. Für diesen Belastungsfall liefert die im nachfolgenden Ab- 
schnitt angegebene Methode exaktere Werte. 

Bei der in vorstehendem Beispiel vorgenommenen Transfer- 

mation von Mo in Mi, spielt die Größe ^ -, die durch Zer- 

F X 

Ty /* AT JV OT V 

legung des Ausdruckes -=:-— in -=: — -= entsteht, eine Haupt- 

^ ° F X F F X ' ^ 

N r 
rolle und je nachdem dieselbe in dem Gliede r= —. oder als Moment 

uN in dem Ausdruck — ^ erscheint, überwiegen die Normal- 
st jT ic 7 o 

Spannungen oder die Biegungsspannungen (vgl. auch die Überführung 

von Gl. 12 in Gl. 13). Hieraus ist zu erkennen, daß man die durch 

N r 
die Normalkräfte allein erzeugten, das heißt nach ^ — berechneten 

Spannungen auch durch Superposition von Normal- und Biegungs- 
spannungen entstanden denken kann. Diese Übereinanderlagerung 
beider Spannungen läßt sich auf folgende Weise erklären. Bezieht 
man die Biegungsmomente auf die Schwerachse, denkt man sich 
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also die Normalkräfte gleichfalls in der Schwerachse wirkend, so 
müssen diese letzteren bei der Deformation eine doppelte Arbeit 
leisten; einmal bringen sie eine Dehnung der Nullinie hervor und 
zweitens eine Drehung der einzelnen Querschnitte um die, im Ab- 
stände (M von der Schwerpunktsachse, verlaufende Nullachse. 

Selbst bei gleichmäßig verteilter Randbelastung würden also 
nach 61. 13 Biegungsmomente um die Schwerachse auftreten, die 
von dem Momente (mN herrühren. Dieses Paradox zeigt, daß man 
die Momente um die Nullachse und die Normalkräfte in der Null- 
achse wirkend nehmen muß. Bei gekrümmten Trägern verteilt sich 
eben eine Normalkraft nicht gleichmäßig über den Querschnitt. Nun 
können aber die nach Formel 13, d. h. nach 



V F'x) 



F Js X 

gerechneten Werte, wie Seite 54 gesagt, auch nach der im Ab- 
schnitt IV (S. 58 u. f.) behandelten Methode exakt bestimmt und ver- 
glichen werden. Man erhält auf diese Weise ein Kriterium, welches 
die Abweichung der Ergebnisse der bisher angewendeten Methode, 
der Berechnung gekrümmter Träger auf Grund der Gleichungen 12 
und 13, mit denen der exakten Methode, der Berechnung ringförmiger 
Körper (Abschnitt IT), zu untersuchen erlaubt. 

Nachtrag. 
Kontrollrechnung der Beanspruchung des in vorstehendem 
Beispiel behandelten Scheibenrades. 
Das auf S. 54 angewandte Verfahren zur Bestimmung der, zu 
dem vorhandenenRadquerschnitt, zugehörigen Maximalbeanspruchung 
soll nun durch die folgende Rechnung auf ihre Zulässigkeit geprüft 
werden. 

Die Berechnung der maximalen Spannung erfolgt wie im ersten 
Beispiel. 

1. Bestimmung der Werte Fy ro, rs und fiF. 

(Siehe umstehende Tabelle.) 

Die Normalkraft ist nach früherer Rechnung 

iV;^885000kg. 
Das Moment Mo auf den Radius ro = 32,147 bezogen ist 

^^Tl^lli — [^'*^^^^^ - ^'^^^^^i = - 51 000 cm/kg. 

/S^14® (auf ro bezogen). 
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Nr. 


dF 




X 


dF 

X 


xdF 


Auswertung. 


1 


30,2-4 = 


120,8 


68 


1,776 


8220 




2 


31,2.4 = 


124,8 


64 


1,950 


7990 


ZxdF 88797 


3 


32,2.4 = 


128,8 


60 


2,147 


7727 


F 2290,4 


4 


33,2.4 = 


132,8 


56 


2,371 


7440 


= 38,769 


5 


34,2.4 = 


136,8 


52 


2,631 


7110 




6 


35,4-4 = 


141,6 


48 


2,950 


6800 


F 2290,4 


7 


37,0.4 = 


148,0 


44 


3,363 


6520 


dF 71,247 


8 


39,0.4 = 


156,0 


40 


3,900 


6240 


X 


9 


42,0.4 = 


168,0 


36 


4,667 


6050 


= 32,147 


10 


45,6.4 = 


182,4 


32 


5,700 


5830 




11 


50,4.4 = 


201,6 


28 


7,200 


5640 


fjL = 6,622 


12 


57,2.4 = 


228,8 


24 


9,533 


5490 


^i?'^ 15167 


13 


60,0.4 = 


240,0 


20 


12,000 


4800 


14 


60,0.2 = 


120,0 


17 


7,059 


2040 




15 


30,0-2 = 


60,0 
2290,4 


15 


4,000 
71,247 


900 
88797 





Hiermit wird 

885000 32,147 51000 14— 32,147 



^max — 



14 



2290,4 14 15167 

« 886 + 4,35 ^ 890 kg/qcm. 

Nach der früheren Rechnung war dieser Wert 
1680 



= 1322. 



2290,4 



= 969 kg/qcm. 



Der Unterschied zwischen beiden Werten beträgt cv^ 8,9 7oi ^^ 
<^max = 890 kg/qcm bezogen. 

2. Die Berücksichtigung der Eigenfliehlcräfte. 

Die durch die Eigenfliehkräfte erzeugte Normalkraft N wird 
wieder nach der Formel 

N=^ ^—fx^dF 

bestimmt. 

Um die Werte x^dF zu finden, ist es nur notwendig, die 
Werte xdF des vierten Steges der obigen Tabelle noch mit x zu 
multiplizieren. 
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Nr. 


xHF 


1 


559000 


2 


511400 


3 


463600 


4 


416600 


5 


369700 


6 


326400 


7 


286900 


8 


249600 


9 


217800 


10 


186600 


11 


157900 


12 


131800 


13 


96000 


14 


34700 


15 


13500 




4021500 



N- 



7,8.104,72 



981.10» 
350600 32,147 



4021500 ^350600 kg 



^' 2290,4 

1680 



14 



^351 kg/qcm 



gegen 438 - 22901 ^ ^^^ •^g/qcm früher. 

Gesamtbeanspruchung 

ffmax -: 890 + 351 = 1241 kg/qcm 

gegenüber 1290 kg/qcm nach dem früheren Ver- 
fahren. 

Wie die gute Übereinstimmung der beiden, 
auf verschiedenen Wegen, für a'max gefundenen 
Werte zeigt, liefert das auf S. 54 angegebene 
Näherungs verfahren {für Überschlagsrechnungen 
anwendbar) ziemlich brauchbare Resultate. 
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IV. Abschnitt. 



Die Spannungsverteilung in Rädern mit großem 
Kranzwiderstandsmoment 

Eine auf Grund der früheren Formeln bestimmte Verteilung 
der Spannungen über den Trägerquerschnitt kann nur als ein Ver- 
such, das Wesentliche des Zustandes wiederzugeben, betrachtet werden 
und bedarf einer Rechtfertigung durch experimentelle und theoretische 
Prüfung. Letztere soll im folgenden Teil dem heutigen Stande der 
Elastizitätslehre entsprechend unternommen werden, weil die genaue 
Kenntnis der Spannungsverteilung für die konstruktive Durchbildung 
der Räder wertvoll scheint. Da diese Untersuchung auf Grund der 
Elastizitätstheorie für jedes Querschnittselement die vorhandene 
Spannung liefert, so kann auch die Form des Rades auf Grund einer 
konstruktiven Hauptbedingung bestimmt werden, daß in jedem Teil 
des Trägers möglichst gleiche Beanspruchung herrschen soll. 

Zur Vereinfachung der analytischen Behandlung der Unter- 
suchung wird angenommen, daß die Randbelastung eine gleichmäßige 
sei. Diese Annahme ist für Räder mit größerer Polzahl — i?^8 — 
und hohem Kranz Widerstandsmoment zulässig, wie früher schon 
nachgewiesen wurde, da die Biegungsmomente das Gesamtergebnis 
nur um wenige Prozente beeinflussen konnten. 

Zur Erlangung möglichst übersichtlicher Endwerte wird die 
Untersuchung für die Scheibe gleicher Dicke durchgeführt und am 
Schluß derselben gezeigt, wie man in erster Annäherung die ge- 
fundene Gleichung für die maximale Spannung für beliebige Quer- 
schnittsformen, die nicht zu sehr von der rechteckigen Form ab- 
weichen, verwerten kann. Im V. Abschnitt ist kurz der allgemeine 
Gang der Berechnung von Scheiben ungleicher Dicke angedeutet. 

Vernachlässigt werden nachfolgend, wie früher, die magnetischen 
Zugkräfte und die Tangentialkräfte. Die Einführung derselben, be- 
sonders der ersteren, kann ohne Schwierigkeit erfolgen, wie das am 
Schluß des III. Abschnittes {S. 51) durchgerechnete Beispiel zeigt 
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Es bezeichne nun: 
P — die Fliehkraft eines kompletten Poles usw., 
Y = die magnetischen Zugkräfte eines Poles, 
p = Polzahl, 

R = äußerer Radius des wirksamen Kranzquerschnittes, 
r = Radius der Nabenbohrung, 
L = 21 Breite des Magnetrades. 

Die Belastung pro qcm des Kranzumfanges durch die Polflieh- 
kräfte beträgt: 

Greift man nun aus der Scheibe ein beliebiges Volumelement 
von der Dicke dx heraus, so wirken an demselben, wie die Skizze 
J, 



c*Sc 



E. 



^rK 




Fig. 35. Fig. 36. 

Fig. 35/36 zeigt, 11 Kräfte, die miteinander im Gleichgewicht stehen 
müssen. 

Die Eigenfliehkraft des gezeichneten Massenteilchens beträgt 

w = mco^x = x^dxdzdq) — -^ 

wobei y= spezifisches Gewicht, 

^= Konstante der Erdbeschleunigung, 
ft) = Winkelgeschwindigkeit. 

Für — - = c geht w über in w= cx^dxdxdq). 
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Während am äußeren Bande der Scheibe die Badialspannung Or 
in die von den Polfliehkräften herrührende spezifische Spannung q 
übergehen muß, wird dieselbe am inneren Scheibenrande gleich 
Null werden. 

Will man den Einfluß der Verkeilung des Rades auf der Welle 
resp. die von den eingepreßten Keilen hervorgerufenen Druckkräfte 
berücksichtigen, so geht Or für x = r in die Spannung = — s über. 
Zu beachten ist hierbei, daß mit der Dehnung des Bades durch die 
Fliehkräfte diese innere spezifische Pressung s durch die Verkeilung 
abnimmt, eventuell ganz verschwinden kann. Nachfolgend wird an- 
genommen, daß für 0? = r die Spannung ö;. = ist. Längs der Strecke 
R—r sinkt infolgedessen Or von q auf Null, d. h. Or = f{x). Außer 
den Radialkräften wirken an dem Massenteilchen noch die beiden 
tangentialen Zugkräfte a^, die Schubkräfte t und z + dv und die 
axial gerichtete Spannung Ox- Die übrigen Schubspannungen fallen 
aus Symmetriegründen weg. Die Resultierende der cr^ Spannungen 
ist radial gerichtet und hat die Größe 

Gl dx dx dcp. 

Die Schubspannungen liefern gleichfalls eine Komponente, welche 
radial wirkt, von der Größe 

~r- X dx dx dw, 

dz ^ 

Die Gleichgewichtsbedingung gegen radiale Verschiebung lautet 
nunmehr: 

(Or + dOr) (x + dx)dxdq) — Orxdxdq) — atdxdxdq) + -^xdxdxdcp 

dx 

+ cx^dxdxdq) = 
oder zusammengefaßt: 

I. — {arx)—at +—x + cx^ = 0, 
ox ax 

Die 2. Gleichgewichtsbedingung gegen Verschieben in 
der Richtung der Z- Achse lautet: 

-r-^xdxdxdq> + {T + dv)(x + dx)dxdq) — Txdxd<p = 

dx 

IL x^ + . + :.^ = 

dx dx 



26) 



Diese beiden Gleichungen enthalten 4 Unbekannte cXr, ct<, o^ 
und r. Eine weitere Gleichung ist nicht bekannt. Aus diesem 
Grunde werden die Verschiebungen u (radial) und w (axial) einge- 
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führt, durch welche sämtliche Spannungen ausgedrückt werden 
können. Die Unbekannten reduzieren sich damit auf 2, welche mit 
den bekannten Gleichungen bestimmt werden können. 

Dehnt sich der Radius x um das Stückchen u^ dann ist die 
spezifische Dehnung in tangentialer Richtung: 

27tU u 



27ZX 



X 



= «^ 



Die spezifische Radialdehnung ist hierbei: 
du _ 

denn das Stückchen dx hat sich nach der Dehnung auf 
dx-\-du vergrößert. Ferner ist 

dw 



dz 



= e«. 



27) 



Nach den allgemein gültigen Gesetzen der Elastizitätstheorie ist 



28) 



hieraus: 



ot = 



Or = 



mE 



Ox = 



(m + l){m — 2) 

mE 

(m + l)(m — 2) 
mE 






29) 



(m + l)(m— 2)' 
Mit Einführung der Werte 27 und für die kubische Ausdehnung 

gesetzt, vereinfachen sich die vorstehenden Gleichungen auf: 



ot = 



mE 

m + 1 

771 E 

mE 



X m 
du 



+ 



— 1 



Ox- 



m + 1 



dx m 



dw e 



3.0) 
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Ferner ist, ebenfalls nach bekannten Ge- 
setzen der Elastizitätstheorie, und wie außer- 
dem sofort aus nebenstehender Skizze (Fig. 37) 
entnommen werden kann: 



x^Gy^Q 



du dw' 

dx Jx 



31) 



Fig. 37. 
mE 



= Schubelastizitätsmodul. 

Diese so als Funktionen von u und tv 
ermittelten Werte der Spannungen werden nun 
in die Gleichgewichtgleichung I (gegen radiale 
Verschiebung) eingeführt: 



[du ^ 

m + 1 dx [ßx m - 



+ Ox 



mE 



m + l 



u e 

x'^ m—2 



+ 



dzv 



+ cx^ 



dx\dx dx 
Nach einigen Umformungen geht vorstehende Gleichung über in: 

la. . "\'";. . *'^.. ^+0-^1^ — ^] + cx = OA 



m(m — l)E Se_ ^ 8 



/du d2v\ 
\dx dx) 



Auf dieselbe Weise werden auch in der II. Bedingungs- 
gleichung die Spannungen durch die Dehnungen ersetzt. 



mE 



X 



w 



d_(d_W 
w + 1 '^ dx\dx 



+ 



m 



jL.nL 5 /öw , 



— 2;^ \dx ^ dx) 
dx) 



Dieser Ausdruck läßt sich ebenfalls auf folgenden ver- 
einfachen: 



IIa. 



m{m—l)E ^_ fy_l_ 
(7n + l){m^^)^diz~ dx 



du 

dx' 



dw 

dx 



=--0. 



32) 



Die beiden Gl. 32 im Verein mit den Grenzbedingungen erlauben 
nun eine Lösung der Aufgabe. 

Unter der später sich als zutreffend erweisenden Annahme, daß 
für u und w eine Lösung gefunden wird, welche für jeden Punkt 
(gegeben durch die Koordinaten x und x) 

1. (7» = und 

2. ir = 

liefert, läßt sich die Gl. 32 (la) wesentlich vereinfachen. 
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Aus der Annahme 



(T^ = 0folgtausderdrittenderG1.30€^=^= l-^(p: + a] 33) 

^ dx m—l\dx x) ' 

ferner aus r = nach GL 31 7;— = — -r— . . 34) 

dx dx ' 

Mit den Werten aus 33 und 34 geht GL 32 (la) über in 



m^ 



TÄllll!^» ■ • • • ^" 



Als 2. Gleichung für die Bestimmung der Unbekannten u und w 
kann nun statt GL 32 (IIa) die einfachere GL 33 benützt werden. 
Aus GL 35 folgt für u als partielle Lösung nach x 

"=-£i^^' + ^^+l • • • • 36) 
k^^ und k^ sind Integrationskonstanten. 
GL 34 nach dz differenziert gibt: 

dx^~ dxdx 
desgl. Gl. 33 nach Sx differenziert 

dxdx "~ ~ m — 1 dx [dx xj 

Aus den beiden vorstehend gefundenen Ausdrücken und Gl. 35 
folgt: 



d^u 

dx^ 


m + 1 ,, 








Aus dieser Gleichung 
bestimmen und es ist 

^^ = — 


läßt sich die 


1 partielle Lösung 


von u 


nachi;^ 
37) 



Die beiden Integrationskonstanten k^ und ä;4 müssen werden, 
da für x = auch u = werden muß. 

Die vollständige Lösung von u in Abhängigkeit von x und x 
ist nunmehr: 

m^—l k^ m+1 - -Q. 
Sm^E ^ X 2m^E ^ 

Hiermit wird nach GL 33 

dx~ m-l[ 2m^E'''' ^'"^ m«^ "* j 



1) Vgl. A. Love, „Lehrbuch der Elastizität», 1907 (Teubnera Verlag). 
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und weiter: 

2m^E m — 1 Sm^(m — l)E ^ ' 

Integrationskonstante Äg muß Null werden, da w=^0 für x=^0. 

Nach Voraussetzung soll nun — = — — sein, welche Be- 
dingung auch erfüllt ist, wie man sich durch eine einfache Diffe- 
rentiation überzeugen kann. 

Die Konstanten k^ und Ag können nunmehr aus den Grenz- 
bedingungen ^j 

a) JOr dx = für X = r und 

+1 

b) for dx = 2lq für x = R ermittelt werden. 

Man ist gezwungen fordx als Grenzbedingung einzuführen, 
anstatt der einfacheren Beziehungen 

(7r = für 0? = r und 

Or='q für ir = B, 
da am inneren Scheibenrand Or nicht für alle Werte von x Null und 
am äußeren Band nicht überall gleich q wird, wie die nachfolgende 
Gleichung von Or erkennen läßt. Die Einführung der obigen Grenz- 
bedingungen, welche von C. Chree^) herrührt und welche besagt, 
daß die Besultierende der Grenzspannungen längs einer Erzeugenden 
des inneren oder äußeren Scheibenrandes verschwinden bezw. gleich 
2lq werden muß, ist jedenfalls noch die mit der Wirklichkeit am 
besten übereinstimmende Grenzbedingung. Wie aus dieser Wahl der 
Grenzbedingungen schon gefolgert werden kann, ist die Lösung strenge 
nur für dünne Scheiben gültig, für dickere Scheiben ist sie dagegen 
nur als eine Näherung zu betrachten. 

Mit Berücksichtigung von Gl. 33 ist 
mE 



(7r = 



Or 



(m + 1) (m 
mE 



m^ 



' du ^ ul , mE f u . du] 

m- — h- und ot = —z — 7]'^- + -^\ 30a) 
dx xj m^—1 L a; öxj ' 



du 

Die Werte für u und — , in die Gl. von Or eingesetzt, liefern 

ü X 

Sm + 1 ,. mE , mE Je. (m+ip 

8m m — 1 7n + l x^ 2m(m^ — 1) 



1) C. Chree, „Prooeedings of the Cambridge Philosophical Society" Bd. 7 
(1889—92). 
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Für Or werden nun weiter die Grenzbedingungen eingeführt: 

mE k^^ 



fardz = 



Sfn+l ^ , mE , 

- cx^x + — ~ A*! X - 



8m 
(m + : 



m — 1 

-i 



m + 1 X2 



/•2 



6m(m2— 1) J_,' 
\ /• a ft /3w+l\ .fmE\. ( mE\ 

2 \ am } \m — 1/ \ni + 1/ it^ 



i?« 






b)-a) = 5= 



3w+l 



mE R'^—r^ 



Sm^'^'-^'^ + ' + m+l R^r^ 



/^-o, 



,. mE ^ R^r^ , 3m+l ^, , 
hieraus: — r-r • ä^ = g ^^ — ::^ H 7^ cE^r^. 



Ä2- 



8?7^ 



m + 1 

Integrationskonstante k^ wird aus 61. a) durch Einsetzen des 
Wertes von Äig bestimmt zu: 



h = 



i?« 



R^- 



+ '-^^ciB^ + r^)+J^^±^el^ 



-[ 






8m 
3m + 1 



6m(m2 — 1) 



m- 



m^ 



cß2r2 



m+1 
mE ' 



'R2—r'2 ' 8m 
Mit diesen Werten für die Konstanten lassen sich nunmehr 
sowohl u und w^ wie auch die Spannungen Or und Ct bestimmen. 
Aus den Gleichungen 30 bestimmt sich auf diese Weise 



Or = q 



R2 x2~r2 3m+l 



R^- 



+ 



8m 



-C Ä2+^2. 



jR2r2 



■X2^ 



+ 



m + 1 
6m(m — 1) 



C(Z2 — 3^2) 



(T<=g 



i?2 ^2^.^2 3m+l 



i22- 



+ 



8m 



?Ci22 



+ r2 + 



i^2r2 m + 3 
3m + 



a^-* 



H 



+ 



m + 1 
6m(m — 1) 



C(/2 — 3^2) 



40 



Die Werte für u und «<; mit Einführung der Konstanten k^ und 
/tg wurden nicht nochmals wiederholt, da sich die Ausdrücke hiermit 
etwas schwerfällig gestalten. 



Werner, Mech. Beanspr. raschl. Magneträder. 
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Aus Gl. 30 ergibt sich femer mit Einführung der Werte von 
ti und w für jeden Punkt der Scheibe (t» = 0, was vorausgesetzt 
wurde. Hiermit ist ohne weiteres auch einer Grenzbedingung Genüge 
geleistet, daß auf den ebenen Seitenflächen der Scheibe die «7^«;- Span- 
nungen Null werden müssen. Die gleiche Bedingung haben auch 
die Schubspannungen zu erfüllen, die ebenso wie a» überall ver- 
schwinden, da wie nachgewiesen - — 1- -— = ist. 

Wie nun bereits erwähnt wurde, erfüllt die Lösung der Auf- 
gabe nicht alle Bedingungen, da Or an dem inneren bezw. äußeren 
Rand nicht für alle Werte von z gleich Null bezw. = q wird. Übrigens 
weiß man auch gar nicht, ob die Eandkräfte sich gleichmäßig über 
die Dicke verteilen. Der durch obige Gleichungen dargestellte 
Spannungszustand ist jedoch richtig für alle diejenigen Punkte der 
Scheibe, die nicht zu nahe den Rändern liegen. 

Nun hat aber die Berücksichtigung der Längskontraktion (in 
Richtung der ^- Achse), von welcher das Glied mit z herrührt, nur 
Einfluß auf die Beanspruchung durch die Eigenfliehkräfte, welche 
von der Beanspruchung infolge der Randbelastung um ein Mehrfaches 
übertroffen wird. Der Einfluß der Längskontraktion ist daher auf 
das Gesamtresultat nur gering, wie auch später an einem Beispiel 
gezeigt wird. Mit Rücksicht auf die axial ziemlich dicken Räder 
war man jedoch gezwungen, die Wirkung der Längskontraktion zu 
untersuchen, da man im voraus den Einfluß nicht beurteilen konnte. 
Für die Anwendung der Formeln von Or und Ot ist die Vernach- 
lässigung der Längskontraktion zulässig, da man hierdurch die er- 
haltenen Resultate Gl. 40 nicht unwesentlich kürzt, ohne dabei einen 
prozentual erheblichen Fehler zu begehen. In der Mehrzahl der 
Fälle kommt es ja nicht so sehr auf die äußerste Genauigkeit an, 
so daß man im allgemeinen einer einfacheren, leicht anwendbaren 
Formel den Vorzug geben wird. Aus diesem Grunde wird auch 
das Glied, das die Wirkung der Längskontraktion in den Gleichungen 
von Or und ot ausdrückt, in den nachfolgenden Betrachtungen ver- 
nachlässigt (unter der Voraussetzung, daß die Zulässigkeit dieser 
Kürzung später bewiesen wird). 

Die auf diese Weise vereinfachten Formeln 40 lauten nunmehr: 






R^ x^ + r^ , 3m+l /„, . , . R^r^ m + S \ 



41) 
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Mit Einführung des für m am meisten gebräuchlichen Wertes 

10 



^- 3 



erhält man: 






42) 



Wie diese beiden FDrmeln ohne weiteres erkennen lassen, rühren 
jeweils die ersten Glieder von der Fliehkraft der Pole, die zweiten 
Glieder von der Eigenfliehkraft der Scheibe her. Man kann daher 
auch schreiben 

^r = (^m + ör(c) I ^^. 

(5t ^ (5t (q) + (5t{c) ) 

In dieser Form lassen sich die Einzelwerte von Cr und Gt für 
ein bestimmtes Verhältnis -^ als Funktion von x graphisch auftragen. 
Zu bemerken ist noch, daß 

(5r{q) + (5t (q) = KoUSt. 

ist, für jeden beliebigen Wert von x. Der Wert der Konstanten 
beträgt 



Kennt man also für irgend einen beliebigen Punkt x die Größe 
ar(q)j SO ist auch a<(5) für diese Stelle bekannt und umgekehrt. Hier- 
aus erklärt sich auch, warum die Längskontraktion der Scheibe 
ohne Einfluß auf die Beanspruchung durch die Randbelastung bleibt. 
Der durch letztere erzeugte Spannungszustand ist nämlich ein rein 
ebener, auf den die in jedem Punkte der Scheibe gleichgroße Kon- 
traktion des Materials senkrecht zur Kraftrichtung ohne Einfluß 
bleiben muß. 

Die beiden Formeln 41 (oder 42) lassen erkennen, daß für 
jeden Wert von x die tangentiale Spannung Ot die Eadialspannung 
Or überwiegt. Ot ist daher bei der Beurteilung des zulässigen Span- 
nungszustandes ausschlaggebend und soll aus diesem Grunde etwas 
näher untersucht werden. 

Das Maximum von Ot tritt an der Innenkante des Rades auf, 
also für a; = r und erreicht hier die Größe 
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ff< max =• OKa) msx + Ot(,e) max 



<T,n.ax = ^J., + ciZ^[o,825 + 0,175(^y] . . 44) 

Die größte Beanspruchung, welche im Rade auftritt, abgeleitet 
aus der größten Dehnung und unter Vernachlässigung der Quer- 
kontraktion, beträgt: 

\b) 



^red = 



Diese Gleichung stimmt vollkommen mit cr^max überein, da an 
der Stelle x^r, Or gleich Null ist. 

Von Interesse ist nun noch der Wert von a^max für den Fall, 
daß die Scheibe nur eine verschwindend kleine Bohrung besitzt, 
also r^O ist. Hierfür wird: 

cx<m«= 2g + 0,825^- 45) 

Dieses Ergebnis wird ein wesentlich anderes, wenn die Scheibe 
voll ist, also überhaupt keine Bohrung hat. Dieser Fall wird ja wohl 
bei Magneträdern nicht vorkommen, er hat jedoch insofern Interesse, 
als er den Einfluß einer beliebigen Bohrung charakterisiert. Aus 
diesem Grunde soll er auch nachstehend angeführt werden. Für die 
volle Scheibe muß für x = Or^Ot werden. Wie aber ein Ver- 
gleich der beiden Formeln 41 zeigt, ist dies nur dann möglich, wenn 
der Grenzwert von 



r R^r^ l _ 



x^ 



a;=0= 1 
r=0 



und der von 



= wird. 

a;=r=0 



Für diese Werte der Klammerausdrücke wird 

CT, = a, = 5 + 0,4125 ?^'; {^j-'^ cB^ 



46) 



Sowohl bei Gl. 45 wie 46 ist die Längskontraktion unberück- 
sichtigt geblieben. 

Die Beanspruchung wächst also, wie ein Vergleich mit Formel 45 
zeigt, auch für die geringste Bohrung sofort auf den doppelten Wert 
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des vorstehenden Ausdruckes. Verallgemeinert man dieses Ergebnis, 
so geht daraus hervor, daß am Bande irgend einer Bohrung in der 
Scheibe mindestens die doppelte Beanspruchung auftritt, als wenn 
die Scheibe an dieser Stelle nicht durchbohrt wäre.^) 

Verlauf und Grröße der maximalen Tangential- 
Ibeanspruchung. 

Da es nur unter Annahme von bestimmten Werten für q und c 
möglich ist, die Größe 

graphisch in Abhängigkeit von rjR aufzutragen, so werden statt der 
Einzelgröße a^max die beiden Glieder (7<(g)max und (T<(c)max abhängig von 
rjR dargestellt (vergl. Fig. 38 u. 39). Gt{q)mfai wächst erst langsam mit 
steigendem Verhältnis r/i2, wird dann aber immer rascher größer 
und erreicht für rjR = 1 den Wert oo; Ot{c)mKs. wächst dagegen lang- 
sam, je mehr sich rjR dem Wert 1 nähert und erreicht hierfür den 

Grenzwert - — 
9 

Die £adial- und Tangentiallbeanspruchung« 

Die beiden Formeln 42 lassen sich nach Art der Gl. 43, d. h. 
die Beanspruchungen durch Pol- und Eigenfliehkräfte getrennt, 
graphisch für ein bestimmtes Verhältnis rjR darstellen, wie dies für 
die Dimensionen rjR = Ys auf Fig. 40 durchgeführt ist. Aus der 
linken Figur geht hervor, daß die radiale Beanspruchung infolge 
der Eigenfliehkräfte an der Eadinnen- und Außenseite zu Null wird, 
was zu erwarten war. Die tangentiale Beanspruchung an^) nimmt 
gegen die Eadinnenseite sehr stark zu, hat hier ihr Maximum und 
an der Radaußenseite ihr Minimum. 

Die Radialbeanspruohung durch die Randbelastung erreicht an 
der Außenseite ihr Maximum = q (vergl. Kurve Oriq)) und geht an 
der Innenseite in den Wert Null über. Der tangentiale Spannungs- 
verlauf erlangt, ganz wie bei der Beanspruchung durch die Eigen- 
fliehkräfte, sein Maximum an der Nabenseite. Eine Addition von 
Gtiß) und ot{q) würde die tangentiale Gesamtbeanspruchung des Rades 
ergeben mit dem absoluten Maximum an der Nabenseite. 

Zu erwähnen ist noch, daß das Maximum der tangentialen 
Beanspruchung durch die Polfliehkräfte bei konstantem q unabhängig 



1) Siehe Kirsch, Z.d.V.d.I. 1898. 
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Ct>i«, Y»vv -hM. ÖV^tutÜ(^Ait{^^^A Jtvirvtfvl: 



e. 



't^al*M»r^ = 



^■{it^ ' ^ 



y/ Vit /Vit y/\. Vl/w\. ^^•^^^A^/vh/wlr^ 



^M,y^ 



■ -^iK 



AI Cia 0^1 ^*f CS 06 o-J 0% oa <o 



r/Ä 


Otiq) mal 


0,1 


2,02 q 


0,2 


2,08 q 


0,3 


2,2 q 


0,4 


2,38 g 


0,5 


2,67 5 


0,6 


3,12 3 


0,7 


3,92 3 


0,8 


5,55 q 


0,9 


10,5 q 


1,0 


CO 



^=2l5z^s/^^^- 



Fig. 38. 



1,0« 

°.« 

0,1 






t(6)w#0t 



Ut 



.C^" 



0.1 0.1 0,^ o.t o,S ofi 0,7 og 0,9 1,0 

Fig. 39. 



r/Ä 


<r<(e)max 


0,1 


0,827 cR^ 


0,2 


0,832 cR^ 


0,3 


0,841 cR' 


0,4 


0,853 ci2« 


0,5 


0,869 cÄ« 


0,6 


0,888 cR^ 


0,7 


0,911 cÄ^ 


0,8 


0,937 cR^ 


0,9 


0,967 c7?2 


1,0 


1,0 ci?2 



y-i 
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vom Raddurchmesser und 
nur durch das Verhältnis 
r/i? bestimmt ist. Die For- 
mel für at(q)m&x lautet: 
2q 



<^<(g)max'= 



-ii)' 



iL, 

i 
5» 








. — ^■^ — 




/ 




T 






/ 




to-' 


J 




/ 




__^ 


«iTx^ 








(.r ^\ 










und wie ersichtlich, wird 
üt(q) um so kleiner, je kleiner 
das Verhältnis r/R wird. 

Je kleiner also die 
Nabenbohrung gemacht wer- 
den kann, um so günstiger 
ist dies für die maximale 
Beanspruchung des Bades. 
Von demVerhältnisr/i2§öO,5 
abwärts erreicht man jedoch 
durch eine Verringerung der 
Nabenbohrung, oder was 
auf dasselbe hinaus kommt, 
durch eine Vergrößerung 
von J?, bei konstantem q 
keine wesentliche Verminde- 
rung der tangentialen Be- 
anspruchung mehr, wie die 
<y<(5)max-Kurve der Fig. 38 
erkennen läßt. 

Die Darstellung der 
Werte Or und Ot in je zwei 
getrennten Kurven (wie es 
auf Fig. 40 geschehen ist) 
gibt keinen richtigen Auf- 
schluß über die Größenord- 
nung der Pol- und Eigen- 
fliehkräfte, wie sie bei Magnet- 
rädem auftreten. " ' '"'^ 

Um eine gemeinsame Darstellung zu ermöglichen, wird das 
nachfolgende Beispiel gerechnet. 
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Die Spannungsverteilung in einem Scheibenrade mit 
belcannter Belastung. 

Für diese Darstellung wird das auf Fig. 7/8 skizzierte Rad ver- 
wendet. Die einzelnen Dimensionen können der Zeichnung ent- 
nommen werden. Nur die Hauptdaten seien hier angeführt. 

B = 700 mm äußerster Radius des wirksamen Kranzquerschnittes. 

r = 140 mm Radius der Nabenbohrung. 

L = 300 mm Kranzbreite. 

Ln= 600 mm Radbreite am Wellensitz. 

F = 2290 qcm Scheibenquerschnitt (einseitig). 

G = 455 kg Gewicht pro Pol (inkl. Kupfer, Keile und einem Radzahn). 

p == 12 Polzahl. 

71 =1000/min. maximale Tourenzahl. 

Die Spannungsverteilung selbst wird für den in Fig. 8 punk- 
tiert eingezeichneten rechteckigen Querschnitt ermittelt und für den 
wirklichen Querschnitt nur die maximale Beanspruchung näherungs- 
weise bestimmt. Dagegen soll in diesem Beispiel der Einfluß der 
Längskontraktion berücksichtigt werden, um über dessen Größe Auf- 
schluß zu erhalten. 

Die Winkelgeschwindigkeit beträgt 

TL 

it) = 27t — ^ 105 sec-i, 

ferner ist 

yto» 0,0078 1052 

c= = = -^81 ^ ^'^^^ ^^/^"^ • 

Die Fliehkraft der 12 Pole inkl. Verkeilung und der Badzähne ist 

12 -458000 ^5500000 kg. 
Die Randbelastung pro qcm Oberfläche beträgt folglich 
5500000 ,,^, , 

Mit Berücksichtigung der magnetischen Zugkräfte Y, welche 
pro Pol ~2300 kg betragen, würde sich der Wert von q auf 

erhöhen. Der Einfluß ist derart gering, daß er vernachlässigt wer- 
den kann. 

Zur Bestimmung der Werte Or und Ot für die verschiedenen 
Werte von x werden die Formeln 40 verwendet und diese für die 
tabellarische Rechnung in eine etwas bequemere Form gebracht. Die 
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einzelnen Werte von ^r und c^, als Funktion von x der nachfolgenden 
Tabelle, gelten streng nur für die Mittelebene der Scheibe, da für x 
der Wert Null eingesetzt wurde. In dieser Ebene sind die Span- 
nungen am größten. 



A, 



+ 0,093 cZ^ 

' C ' 



at=q 






+ 0,093 cZ« 











c 












X 

r 


xom 


Ar 


Br 


Ät 


Bt 


qÄr 


oB^Br 


qÄt 


eR'Bt 


G 


1,0 


14 


0,00 


0,000 


2,082 


0,832 








868 


357 


1,833 


1,1 


15,4 


0,181 


0,068 


1,900 


0,759 


75 


29 


793 


325 


V 


1,2 


16,8 


0,318 


0,119 


1,765 


0,702 


132 


51 


736 


301 


r, 


1,3 


18,2 


0,426 


0,157 


1,660 


0,658 


177 


67 


692 


282 


V 


1,4 


19,6 


0,510 


0,186 


1,573 


0,621 


213 


80 


656 


267 


n 


1,5 


21 


0,578 


0,208 


1,506 


0,592 


241 


89 


628 


254 


v 


1,8 


25,2 


0,721 


0,248 


1,362 


6,526 


301 


106 


568 


226 


V 


2,0 


28 


0,781 


0,263 


1,302 


0,494 


326 


112 


543 


212 


w 


2,5 


35 


0,875 


0,263 


1,209 


0,436 


365 


112 


504 


187 


» 


3,0 


42 


0,926 


0,235 


1,156 


0,390 


386 


101 


483 


167 


n 


3,5 


49 


0,956 


0,193 


1,128 


0,350 


399 


83 


470 


149 


ff 


3,8 


53,2 


0,970 


0,162 


1,113 


0,316 


404 


70 


464 


136 


„ 


4,0 


56 


0,977 


0,139 


1,108 


0,303 


407 


60 


462 


130 


„ 


4,2 


58,8 


0,983 


0,115 


1,101 


0,285 


409 


49 


459 


122 


n 


4,5 


63 


0,990 


0,075 


1,092 


0,257 


412 


32 


456 


110 


» 


4,8 


67,2 


0,996 


0,032 


1,087 


0,228 


415 


14 


453 


98 


» 


5,0 


70 


1,00 


0,000 


1,083 


0,208 


417 





452 


89 


w 



Die Tabelle gilt nur für ßäder mit dem Verhältnis 

Die Stege ArBr und AtBt sind in Fig. 40, die Stege qÄr=^Or(q)j 
cR^Br=Or{c) und qAt = at(q)^ cR^Bt^On^) dagegen in Fig. 41 als 
Kurven dargestellt. In letzterer sind nun auch die Gesamtwerte von 

(Xr«CXr(^) + (yr(c) + 0,093 C?2 

und Ot = öt (q) + ot (c) + 0,093 cl^ 



Digitized by 



Google 



— 74 — 

graphisch dargestellt Die Werte geben ein Bild des Verlaufes der 
radialen and tangentialen Spannungen über dem Querschnitt des 
Rades. Der durch das Glied 0,093 cP ausgedrückte Einfluß der 



10 ,±L^ 



^a'^-^f~^^°>^^^4^l^•i^^^^t] 



«t*'l:;^^£^-o.-«ct^tHjH51-»^>^] 







ff(H/^*) 



«00 |oe )oo <too 



seo wo ?oo |«e ^s«o <aoo 1100 uto i%oo itoo Jdj/^i 

Fig. 41. 

Längskontraktion ist, wie die obige Tabelle zeigt, außerordentlich gering. 
Die maximale tangentiale Beanspruchung durch die Randbelastung 
beträgt (an der Stelle x = 7') 868kg/qcm, und durch die Eigenflieh- 
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kräfte 357 kg/qcm. Dagegen beträgt der Einfluß der Längskontraktion 
im gleichen Punkte (a?«r, z = 0) nur 1,833 kg/qcm. Die hierdurch 
bewirkte Spannungserhöhung, nur auf die Beanspruchung durch die 
Eigenfliehkräfte bezogen, beträgt 

100.^^^ = 0,510/. 

und auf die Gesamtbeanspruchung bezogen 

100. ^'^^^ ^0 1^0/ 

Dieses Beispiel liefert somit den Beweis, daß, wie früher bereits 
ausgesprochen , die Längskontraktion vernachlässigt werden darf. 
Da sämtliche Kurven für das Rad konstanter Dicke (rechteckiger 

Querschnitt) gelten, so wurde für l auch nicht der Wert = — j 

sondern nur der Wert — , bei der vorstehenden Bestimmung der 

maximalen Beanspruchung (an der Nabe) in Eechnung gesetzt. 

Soll die Konstruktion des Rades die Bedingung erfüllen, daß 
die tangentiale Zugbeanspruchung für jedes Querschnittselement gleich 
groß sein soll, so muß in erster Annäherung die Querschnittsform 
desselben nach der ar Kurve verlaufen. In Wirklichkeit wächst nun 
aber mit dieser neuen Querschnittsform die Eigenfliehkraft des Rades 
etwas. Die hierdurch hervorgerufene Mehrbeanspruchung wird jedoch 
wieder dadurch kompensiert, daß das Widerstandsmoment des Quer- 
schnittes stärker als im Verhältnis der einfachen Vergrößerung der 
Querschnittsfläche wächst. 

Die Bestimmung der max. tangentialen Beanspruchung für den 
wirklichen Querschnitt des Rades nach der Formel 

/ fj ,^ i Fi= Fläche des rechteck. 

F \ Querschnittes 

liefert aus diesem Grunde auch Werte, die für gewöhnliche Spannungs- 
bestimmungen hinreichend genau sind. 
Es ist also 

a/ « (868 + 357) ^^ - 636 + 262 =898 kg/qcm. 

Dies ist die größte im Rade auftretende Spannung, da für 
diesen speziellen Fall, abgesehen von dem Gliede, welches die Längs- 
kontraktion zum Ausdruck bringt. 
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Nachtrag. 

Die üntei-suchung der Scheibe gleicher Dicke wird im allge- 
meinen für den Konstrukteur raschlaufender Dynamos ausreichend 
sein, da der rechteckige Querschnitt vorherrschend ist und der für 
die Berechnung der Scheibe ungleicher Dicke angegebene Näherungs- 
weg hinreichend genaue Resultate gibt. Werden jedoch in besonderen 
Fällen exaktere Untersuchungen für ungleich dicke Scheiben nötig, 
dann ist das oben angewendete Näherungsverfahren zweckmäßig 
durch die von Prof. Stodola herrührende graphische Methode der 
Scheibenberechnung zu ersetzen. 

Dieselbe setzt voraus, daß die zum Radius x zugehörigen 
Spannungen über die ganze Raddicke gleich groß sind, Schub- 
spannungen also nicht auftreten, und der Einfluß der Längskontraktion 
vernachlässigt werden kann. 

Die Gleichgewichtsgleichung I (Gl. 26) gegen radiale Ver- 
schiebung ist unter diesen Voraussetzungen zur Bestimmung der 
unbekannten Or und Ot ausreichend und nimmt mit Berücksichtigung 
der variablen Dicke x die Form an: 

— {xZGr) — OtX + CX^X, == 0. 
ClX 

Ersetzt man ör und öt wieder durch die Verschiebungsgröße u^ 
so erhält man die dem Ausdruck 45 a entsprechende Gleichung 



d^u du 
dx^^dx 



i+.4<'-'> 



— U 



1 Id../ 

x^ mx dx^ 






Ist z als Funktion von x bekannt, dann erlaubt diese Gleichung 
die Bestimmung von u und d^mit auch von a^ und a^ Da sich 
aber z als f(x) nur schwer in eine analytische Form bringen läßt, 
welche zu einer brauchbaren Lösung führt, so ist man zur Anwen- 
dung des graphischen Verfahrens gezwungen. 

Die Bestimmung der Beanspruchung einer ausgeführten Scheibe 
ist auch nach dieser graphischen Methode nicht unmittelbar zu lösen, 
sondern erfordert mehrere Annahmen, bis man schließlich zu den 
gewünschten Ergebnissen gelangt. 

Im übrigen siehe Stodola, Die Dampfturbinen, S.Auflage, 
S. 165 u. f. 
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Betrachtungen Ober die verschiedenen 
Rechnungsmethoden. 

Die Ergebnisse des im vorausgehenden Kapitel durchgerech- 
neten 12 poligen Rades, mit den früher auf Seite 52 u. f. gefundenen 
Werten verglichen, zeigt, daß die letzte, entschieden exaktere Methode 
bedeutend niedrigere Werte liefert, als die Rechnungen nach Gl. 12 
bezw. 13. So war früher für die maximale Radbeanspruchung — 
Rad konstanter Dicke — 

(Tmax = 1322 + 438 kg/qcm 
gefunden worden, während dieselbe nach der 2. Methode (S. 72u.f.) nur 
mehr (T<max-= 868 + 357 kg/qcm beträgt. Hierbei rühren jeweils die 
ersten Glieder der rechten Seite von der Randbelastung, die zweiten 
Glieder von der Eigenfliehkraft der Scheibe selbst her. In dem Werte 
1322 kg/qcm ist allerdiogs ein kleiner Mehrbetrag von 12 kg/qcm 
enthalten, welcher von den Biegungsmomenten herrührt (auf die 
Nullinie bezogen) und der in dem nach Gl. 40 gerechneten Werte, 
wegen der Annahme gleichmäßiger Verteilung der Belastung auf 
dem Umfang, nicht zum Ausdruck kommt. Außerdem wurde im 
ersten Fall die Norraalkraft N nach der Formel 

iV^=^^-^^ zu 885000 kg 

bestimmt, während sie im zweiten Fall nur mit 

in Rechnung gesetzt wurde. Aber selbst bei Berücksichtigung dieser 
Differenzen ergibt sich gegenüber Gl. 44 immer noch eine um rund 
49 7o höhere Beanspruchung durch die Randbelastung und um 23 % 
höhere Beanspruchung durch die Eigenfliehkräfte. Das Ergebnis 
nach der Pfleidererschen Formel weicht von dem Resultat der 
2. Methode zwar etwas weniger ab, differiert aber ebenfalls noch 
um<:v3 41®/o für die durch die Randbelastung erzeugten Spannungen. 
Diese Unterschiede sind derart beträchtlich^ daß die Kenntnis 
experimenteller Untersuchungen notwendig wird, um Gl. 44 bezw. 
Gl. 42. ebenso, wie es mit den früher behandelten Formeln geschehen 
ist, auf ihre Übereinstimmung zwischen Theorie und Wirklichkeit zu 
prüfen. Diesbezügliche Versuche wurden von . Prof. Grübler an 
rotierenden Schleifsteinen und Zementscheiben ausgeführt, welche 
ergaben, daß die nach Gl. 44 gerechneten Beanspruchungen durch 
die Eigenfliehkräfte, für das erste Versuchsmaterial reichliche Werte^ 
für das zweite übereinstimmende Werte ergab, mit den aus Zug- 
versuchen ermittelten Bruchspannungen. 
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Wenn sich auch die an solch spröden Materialien gewonnenen 
Versuchswerte nur mit einiger Vorsicht auf die hier vorliegenden 
übertragen lassen, so kann aus diesen experimentellen Aufnahmen 
trotzdem die Zulässigkeit der Gleichung gefolgert werden. 

Der Unterschied der nach Gl. 12 bezw.42 gerechneten Spannungen 
wächst mit steigendem Verhältnis Rjr sehr rasch. Berücksichtigt 
man einmal nur die Randbelastung, von Gl. 42 also nur den Teil 

i?2 x2 + r2 



Otq = q 



R^—r^ 



x^ 



so geht dieser mit qRL = N über in 

_N R x^ + r^ 

~F'R+r' x^~' 
und enthält, ebenso wie Gl. 12, statt der spezifischen Randbelastung 
die Normalkraft K Vergleicht man nun die hiernach gerechneten 
Spannungen mit den nach 

0=^^'- (Gl. 12 ohne 2. GUed) 

bestimmten Werten, dann läßt sich für verschiedene Verhältnisse 
R/r folgende Vergleichstabelle der maximalen Beanspruchungen 
(für x = r) aufstellen: 



R/r 



1,5 



Bemerkungen 



(ftq 



100- 



-Otq 



Otq 



(7o) 



1,23 
1,20 

2,5 



1,44 
1,33 

8,3 



1,82 
1,50 

21,3 



2,16 
1,60 

35 



2,49 
1,67 

49 



\ Sämtliche Spannungswerte 
> der Tabelle sind noch mit 
) N/F zu multiplizieren 



Ist aber Gl. 42 richtig, wie sich auf Grund ihrer exakten Ab- 
leitung und der Grüblerschen Versuchsergebnisse folgern läßt, dann 
ist Gl. 12 zur Berechnung der Spannungen für Räder mit größeren 
Verhältnissen als R/r = 3 nicht mehr zulässig, da hierbei der Fehler 
bereits 21,3% beträgt. Aber nicht nur, daß die nach Gl. 12 er- 
mittelten Maximalwerte der Spannungen so beträchtlich von denen 
der Gl. 42 abweichen, es ist auch das ganze Spannungsbild, wie es 
sich nach beiden Formeln ergibt, sehr stark voneinander verschieden, 
wie die nachstehende Fig. 42 zeigt. In dieser Figur ist a die nach 
GL 12 (ohne 2. Glied) und Ctq die nach Gl. 42 gerechnete Spannungs- 
kurve eines rechteckigen Trägers von den Abmessungen i2/r= ^i- 

Nun haben aber die Versuche von Andrews-Pearson den 
Nachweis erbracht, daß die Formel 12 (mit Berücksichtigung der 
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QuerkoQtraktion), auf Haken angewendet, zutreffende Werte gibt 
Außerdem sind die theoretischen Grundlagen dieser Gleichung, ab- 
gesehen von den Vernachlässigungen, wie Querspannungen usw., 
deren Einfluß jedoch bekannt ist, ziemlich einwandfrei; es kann 
daher dieses abweichende Verhalten der miteinander verglichenen 
Formeln nur auf die bei der Ableitung derselben getrofl'ene ver- 
schiedene Voraussetzung über die Angriffsweise der äußeren Kräfte 
erklärt werden. Beim Haken greift die Kraft in einem Punkte an. 



X 


ro 

X 


R x^' + r^ 
R + r x^ 


1 


2,49 


1,67 


1,5 


1,66 


1,20 


2 


1,24 


1,04 


3 


0,83 


0,93 


4 


0,62 


0,89 


5 


0,50 


0,867 




Fig. 42. 

beim Magnetrad verteilt sich dieselbe über einen mehr oder minder 
großen Teil des äußeren ümfanges. 

Es wird sich nun darum handeln, als Ersatz der Gl. 12 einen 
Weg für die Berechnung der Räder zu finden, der zu einer besseren 
Übereinstimmung der beiden Methoden führt. Diesem Bestreben 
kommt nun folgende merkwürdige Übereinstimmung zu gute: 

Führt man die Bestimmung des unbekannten Momentes ilf^ 
auf Grund der Ausgangsgleichung 16 

aus, ganz so wie es auf Seite 28/29 geschehen ist, dann erhält man 
für Mo den Wert 



Mo' 



2a 



a — sma 



sina 



PI. \ 



sin/J' + 3co8/J' + 



ß' 



sinyJ' 



')] 



cos/S' + 



JL 
sin/8' 



47) 
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Zu beachten ist, daß sich hier ß* auf den Schwerpunktskreis 
bezieht. Vergl. Fig. 7. 

Geht man nun mit a und damit auch ß' zur Grenze über 
d. h. nimmt man gleichmäßige Terteilung der Randbelastung an, so 
geht vorstehender Ausdruck mit 

wobei Q die gesamte Randbelastung bedeutet, über in 



Ferner ist 



-t 



a = StT 



[2 sin a 
Diese Werte nun in die einfache Gleichung 

F W • • • 



ö'max — -TTi ""■ " 



48) 



eingesetzt, außerdem I^ durch das äquatoriale Trägheitsmoment des 
rechteckigen Radquerschnittes ausgedrückt, ergeben: 



^max — 



Q 

2nF 



l + Al. P«_Ä 



Mit den Werten 



wird 



Q=27cRLq 
F=hL = {R 

R 



OmK3i = q 



R- 



r)L 
. R- 



R + r 



= ? 



2Jg2 
R^ — r^ 



und dies ist genau der von der Randbelastung herrührende 
erste Teil disr Gl. 44. 

Das heißt also, legt man der Berechnung von (Tmax die obige 
Gleichung 48 zugrunde, worin die vorkommenden Größen / und W 
die für den geraden Balken von gleicher Querschnittsform geltenden 
Werte besitzen, dann stimmen die für amax sich ergebenden End- 
werte mit den aus Gl. 44 ermittelten überein. Da Gl. 44 ja nur 
die maximale Spannung für eine gleichmäßig verteilte Rand- 
belastung liefert, so kann sich diese Übereinstimmung der Ergeb- 
nisse von Gl. 44 und 48 strenge auch nur auf diesen Belastungsfall 
beziehen. Außerdem hat dieses Ergebnis nur Gültigkeit für die 
maximale Spannung, denn wenn es allgemein gelten würde, 
dann wäre die Spannungsverteilung über den Querschnitt eine gerad- 
linige, was nach dem Vorausgehenden sicher nicht der Fall ist. 



Digitized by 



Google 



— 81 — 

Die vorstehend gefundene Übereinstimmung schließt nur das 

NI 

Moment ^ in sich ein, welches sich mit dem auf Seite 17 bereits 

behandelten Ausdruck fxN deckt. Dieser Ausdruck spielt hier die 
Rolle eines reinen Biegungsmomentes, und setzt man voraus, daß 
auch die von den äußeren Kräften herrührenden Momente, welche 
in der Formel 47 durch den ersten Klammerausdruck dargestellt 
werden, auf die gleiche Weise behandelt werden dürfen, so ergibt 
sich die Bestimmung der maximalen Radbeanspruchung allgemein 
nach der Formel N M 

Beim Gebrauch derselben ist zu beachten, daß dieser Weg 
keine strenge Lösung ist, sondern nur ein Ausweg sein soll, um 
die ganz bedeutenden Unterschiede, die sich nach den beiden früheren 
Methoden (61. 12 und 44) ergaben, zu vermeiden und deren Ergeb- 
nisse einigermaßen in ein richtiges Verhältnis zu bringen. Gerade 
bei der Berechnung von Rädern, deren Polfliehkräfte nahezu als 
gleichmäßig über den Kranzumfang verteilt angesehen werden dürfen, 
nach Gl. 12 (oder 13) würden sich, den Werten der entschieden 
exakteren Gl. 44 gegenüber, derart auffallende Differenzen ergeben, 
daß man sich doch für eine der beiden Methoden entscheiden müßte, 
und das könnte in diesem Falle nur die gerade genannte Gl. 44 
sein. Nachdem diese Gleichung jedoch nicht gestattet, auftretende 
Momente zu berücksichtigen, so muß für solche Fälle Gl. 48 eintreten. 

EontroUrechnungen der auf Seite 43 bis 57 behandelten 
Kader unter Zugrundelegung der Gfleichung 48. 

Erstes Beispiel. 
Das auf die Schwerlinie zu beziehende Moment ergibt sich 
aus Gl. 47. Der Schwerpunktsradius selbst ist nach Seite 45 31,9 cm. 
Der Winkel /?', ebenfalls auf die Schwerlinie bezogen, beträgt 
^'^2P40'. 

Das äquatoriale Trägheitsmoment des Polträgers wurde zu 
7=135 700 cm* ermittelt und das Widerstandsmoment (als gerader 
Balken gerechnet) zu 

W^ 135700 : 12,9 ^ 10500 cm«. 

o ;.: 0,0472 — ^ l 2 . 0,3782 • 0,3692 + 3 • 0,9294 

y, . TT/jb [_ 4 \ 



M'^- 



0^3782 _ \ 135700 / 0,3782 Y 

^ 0,3692 )^2- 31,9* • 2496 \^"'^^^* + 0,3692/ 

Werner, Mech. Beanspr. raschl. Magneträder. (> 
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Jfo'^ — 3480 cm Tonnen. 



'' = f-f=^+l^ = «'^^« + «'^^l = «'«2« */«!-• 



o = 929 kff/qcm. 



Dieser Wert ist gegen den früheren von 1078 kg/qcm um 16% 
kleiner (auf 929 kg/qcm bezogen). 

Zweites Beispiel. 

Das äquatoriale Trägheitsmoment des Scheibenquerschnittes 
(nicht rechteckiger Vergleichsquerschnitt) beträgt J= 581380 cm* und 
das Widerstandsmoment TT- 581 380 : 24,77 ^ 23500 cm». 

sin /J'=^^ = 2-^3^ = 0,20; ^' = 0,201; cos y5'= 0,9798. 

M.' ^5|^2|^[0,01159-^(2. 0,201. 0,200 + 3. 0,9798 

0^ ' ^^ ^ ^581380_ /^,,o«^ 0l201V 



\ 581380 /'o9798+^'2^^V 

) + 2:38,772.2290,4 r'^'^^+ ö72"üüj. ■ 



"^ 0*200 7 "'" 

JMo'ö — 590000cmkg. 

Die Beanspruchung des Polträgers nach 61. 48 ist nunmehr 

885000 , 5900000 ^^^ ^^., «„ov / 
' = ^29ÖJ + ^35ÖÖ- - 387 + 251 = 638 kg/qcm. 

Der nach Gl. 12 gerechnete Wert (Seite 56) betrug 

<ymax = 890 kg/qcm, also «^ 39,5% mehr. 
Die Übereinstimmung mit dem auf Seite 75 nach Gl. 42 ge- 
rechneten Werte 

ist dagegen eine sehr gute. In dem obigen Werte von 638 kg/qcm 
ist gegenüber Ot ein kleiner Wert von <^ 8 kg/qcm mehr enthalten, 
der von den Momenten herrührt und der in letztem Ausdruck wegen 
der Annahme einer gleichmäßigen Randbelastung nicht zum Ausdruck 
kommen kann. 

Die Beanspruchung durch die Eigenfliehkräfte wurde nicht mehr 
nachgerechnet, da dieselbe immer nach dem im 4. Abschnitt und 
auf Seite 84 angegebenen exakten Verfahren bestimmt werden kann. 

Streng genommen war die Berechtigung der Formel 48 nur 
für den rechteckigen Querschnitt nachgewiesen worden, trotzdem 
wurde dieselbe vorstehend auch auf andere, hiervon abweichende 
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Querschnittsformen angewendet. Groß kann der hierdurch entstehende 
Fehler nicht werden, außerdem liegt auch kein Grund zur Annahme 
vor, daß deren Gültigkeit ausschließlich auf diese Querschnittsform 
beschränkt sein soll. 



Zusammenstellung der Ergebnisse. 

Es bezeichne: 

P = die von einem Zahne auf den Kranz übertragene Fliehkraft von Pol, 

Magnetkupfer, Keilen und eigene Fliehkraft. 
p = Polzahl. 

« = — halber Winkel zwischen zwei Polmitten. 

P 
2/9'= Winkel des Bogens (am Schwerpunktskreis gemessen), über welchen sich 

die Kraft P verteilt. 
R = äußerer Radius des aktiven Teiles des Kranzes. 
r = innerer Radius des aktiven Teiles des Kranzes. 
Ts = Radius des Schwerpunktkreises der Kranzquerschnitte. 
W = Widerstandsmoment des aktiven Kranzquerschnittes. 
F = Querschnittsfläche des aktiven Teiles des Kranzes. 
Fi = (i? — r).L Ideelle Querschnittsfläche (L = Radbreite am Umfang). 

pP 
^ = o T> r Ifg/qcm = Belastung pro qcm Kranzumfang. 

c = - — kg/cm*. 

y = spezifisches Gewicht (für Stahl y = 0,0078 kg/ccm). 
g =981 cm/sec*. 

<ü = —-r- sec— 1 Winkelgeschwindigkeit. 

A. Die Beanspruchung Ton ßädem mit einer Polzahl 

1. Die maximale Beanspruchung infolge der Randbelastung an 

der Nabe ist: 

iV"_ If^ 

F W 



48) 



p 

Hierbei ist die Normalkraft N=-t—. — 17) 

2sma 

und das Moment: 



^* 



Digitized by 



Google 



— 8-4 — 

Für / und W sind diese Formeln die für den geraden Träger 
(von gleicher Querschnittsform) giltigen Werte einzusetzen. 

2. Zu dieser Beanspruchung (Xmax addiert sich noch die durch 
die Eigenfliehkräfte erzeugte maximale Spannung 

ac^max) = ci^2(o,825 + 0,175(^-^yj .... 44) 

Diese Formel gilt nur für rechteckige Querschnitte. Für Quer- 
schnitte, die sich nach der Nabe zu etwas verbreitern, kann in erster 
Annäherung die Formel 

benützt werden. 

B. Bäder mit größeren Polzahlen i>>8. 

Sobald die Polzahl gleich oder größer als 8 wird und die Über- 
tragung der Kräfte P ziemlich auf dem ganzen Kranzumfang statt- 
findet, d.h. ß' mindestens = ^3 " ^^^^ (^^^ Polzahlen über 12 braucht 
auch diese Bedingung nicht mehr erfüllt zu sein), kann die Be- 
stimmung von a nach der Formel 

Fi 



(^t(m&x) 



[^^'"'''^(''''''■'''''©T 



F ^^) 



erfolgen. Diese Formel berücksichtigt bereits den Einfluß der Eigen- 
fliehkraft des Polträgers. 

Magneträder mit Polzahlen i? = 8 bis 12 und kleinem Winkel ß' 
(z.B. bei Verschraubung ß'=0) sind dagegen nach der unter A. an- 
gegebenen Methode zu berechnen. 
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V. Abschnitt. 



Die Verkeilung des Rades auf der Welle. 

Wie auf Seite 8 bereits erwähnt wurde, kann bei rasch um- 
laufenden Rädern mit sehr hohem Kranzquerschnitt ein Lösen der 
Keile auf der Welle eintreten. Unter welchen Bedingungen dies der 
Fall ist, soll nachfolgend untersucht werden. 





Fig. 43. 



Fig. 44. 



Die Dimensionen des scheibenförmigen Rades seien: 
R == äußerer Radius, 
r = innerer Radius, 
L = Radbreite (konst), 
diejenigen der Keile: 

h = Keilbreite, 
h = Keilhöhe, 

Lk^ L = Keillänge (wirksame). 
Die Befestigung des Rades erfolge mit Tangen ti alkeilen. 
Die Bedingungsgleichüng für das Festsitzen der Keile nach 
der Dehnung des Rades durch die Pol- und Eigenfliehkräfte lautet: 

— ek—ey,>iir — er. 
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Hierbei bedeutet: 
ek die elastische Yerkleinerung der Keilhöhe h 
ew Ti ji jt des Wellendurchmessers j' Keildruckes 

er ji ji Vergrößerung der Bohrung ) 2 jT, 

?/t. w r? j) n j) unter der Wirkung der 

Radbelastung, 
d. h. die elastische Verkleinerung der Keilhöhe und des Wellen- 
durchmessers, sowie die Vergrößerung der Radbohrung unter der 
Wirkung des Keildruckes müssen > sein, wie die Aufweitung der 
Radbohrung unter dem Einfluß der Belastung; sämtliche Längen- 
änderungen in Richtung der Kraft T gemessen. T ist der von 
einem Keil ausgeübte Druck. Der spezifische Flächendruck k ergibt 
sich aus der Beziehung 

T 
kbLk=T oder A;= 7-^^- 
oLk 

Wie nun aus der Fig. 44 hervorgeht, wird die linke Radhälfte 
durch die beiden Kräfte T an die Welle angepreßt, die rechte Hälfte 
dagegen abgehoben. Für die Ausdehnung des Rades infolge der Keil- 
pressung kommt daher nur die linke Hälfte, sowie die beiden Stücke 
zwischen m — in Frage. Ebenso wird von der Welle nur die 
linke Hälfte zusammengepreßt 

Die Bestimmung der GfrSßen Ck^ ev, und er. 

a) Der Wert e*. 

Die elastische Verkleinerung der Keilhöhe h ist 

T^ kj^ 

^* " EbLk ■" E ' 

b) Der Wert e^- 

Die Kraft 2 T der beiden Tangentialkeile denke man sich gleich- 
mäßig über den Durchmesser m — m der Welle verteilt. Die linke 
Wellenhälfte wird durch diese Kraft in den äußeren Begrenzungs- 
ring eingepreßt, während damit gleichzeitig der Ring oder Scheibe 
um die Welle gespannt wird. Die hierdurch längs des ümfanges 
der Wellenhälfte auftretenden Kräfte sind radial gerichtet und unter 
sich gleich, wenn man, wie es bei solchen Untersuchungen häufig 
geschieht, von dem Satze der Hydrostatik Gebrauch macht, daß der 
Druck auf die Sehne m — m gleich der Resultierenden, der auf den 
abgegrenzten Bogen mnm wirkenden Kräfte ist. Auch auf einem 
zweiten Wege kommt man zum gleichen Resultat. Denkt man sich 
den äußeren Ring durch die beiden Kräfte 2 T belastet, so ist dessen 
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Beanspruchung ähnlich der eines um eine Rolle geschlungenen be- 
lasteten Seiles. Der Körper kann seine Kreisform nur dann wahren, 
wenn in jedem Punkte des Auflagers eine radial gerichtete, überall 
gleich große Kraft wirkt, deren Summenkomponente in Eichtung 
von T = der wirkenden Kraft 2 T ist. Hieraus läßt sich nun der 
Druck auf die Einheit des Wellenumfanges einfach bestimmen, und 
zwar ist derselbe ^ 

Die Beanspruchung des links von den Keilen liegenden Wellen- 
teiles (s. Fig. 44) , dessen Länge «= der wirksamen Keillänge Lk = L 
sein soll, ist nun identisch mit dem Fall der Deformation einer Scheibe 
gleicher Dicke ohne Bohrung, welche durch gleichmäßig verteilte 
Druckkräfte belastet ist. 

Die Veränderung des Radius x ergibt sich aus Gl. 38 S. 63 zu 

u^hx + — (für c = gesetzt). 

X 

Mit Einführung der Werte der Integrationskonstanten 

h = =- s und Ä:^ = 0, 

welche aus den Bedingungsgleichungen bestimmt wurden: 
1) u = Q für a? = und 2) (7^ = — s im x^r 

•Ui. • u ^^ — 1 

ergibt sich : u^ ^.^ sx. 

^ mE \ 

Folglich wird 

m— 1 0,7 ^.. 10\ 

sr= ^6*rlfur w^ = — 1- 



mE E 



T 

Setzt man für s den Wert -^, so wird 

rL 

"' EL" E 



In Wirklichkeit wird diese Pressung etwas geringer ausfallen, 
da durch den Keildruck T nicht nur der direkt unter dem Keil 
liegende Teil der Welle, sondern auch noch die benachbarten Partien 
mit beansprucht werden. Dieser Einfluß soll aber unberücksichtigt 
bleiben. 

c) Der Wert er- 
Die Beanspruchung des Rades unter der Wirkung des Keil- 
druckes, reibungslose Übertragung der Kräfte s vorausgesetzt, ist in 
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erster Annäherung identisch mit der eines durch innere Druckkräfte 
belasteten Rohres. Eine Vergrößerung des Radius r kann jedoch 
nicht erfolgen, vielmehr wird derselbe =r — e^ werden müssen, da 
die Scheibe durch die Kräfte 2 • T um die Welle gepreßt wird. Man 
kann sich daher die wirklich auftretende Ausdehnung auch so ent- 
standen denken, daß die Scheibe (Rad) durch die inneren Druck- 
kräfte aufgeweitet und nachträglich durch das Moment T-i^r — e^ 

wieder auf den Krümmungsradius 
r — Bw gebracht wird. Hieraus geht 
hervor, daß in der Scheibe neben 
den Zugspannungen auch Biegungs- 
spannungen auftreten müssen. Die 
Verlängerung e^ (infolge der Ver- 
änderung der Scheibenkrümmung 
r-\-er auf r — e«;), welche ziemlich 
gering ist, wird vernachlässigt. Die 
Verlängerung tr der Scheibenhälfte ist nun gleich der durch die 
Druckkräfte s bewirkten scheinbaren Aufweitung w^. Diese scheinbare 
Auf Weitung Us ist für den vorliegenden Belastungsfall 




Fig. 45. 



u. = er = - 



m- 



sr- 



, m+ 1 



R^ 



mE "' jB2— r2 ' mE "' R^ 
Die Ableitung dieses Ausdruckes erfolgt aus Gl. 38 mit c 

also u = Bx + 



= 0, 



H 



Die Integrationskonst. ä;^ u. l\ 

der Gl. 38 sind hier durch B 

bezw. G ersetzt. 

Die Konstanten B und C lassen sich aus den beiden Be- 
dingungsgleichungen ermitteln, daß 

(7^== — s für x = r und 

(Ty = „ x = R sein muß. 



ar = - 



mE 
ni — 1 



B- 



mE 



x^ 



Nun ist 

Hieraus* 
und damit 



TT ^' 



J5'= 



i?2- 



7Yl-\- 1 

= 5'- 



B'— 

a_ 

r^R^ 
R^^r' 



a 



u = 



m — 1 



;^ + 



m+1 i?2r2 



mE R^—r^ ' 7nE (R^—r^)x 



Für m- 



10 



vereinfacht sich obiger Ausdruck etwas und es ist 
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, 0,7 sr , 1,3 sr , ... , . 

Zu dem Wert e/ addiert sich noch die Vergrößerung eines 
Scheibenstückes m — 0. Diese ist mit ziemlicher Annäherung 

„ , h 



E 



r 



so daß die Gesamtvergrößerung nunmehr 

er = Cr + Cr' wird. 



^'~E 



f 0,7 1,3 Ir + fe 



Dieser Ausdruck liefert zweifellos den Maximalwert der mög- 
lichen ßadausdehnung unter dem Einfluß der Keilkraft T. In Wirk- 
lichkeit wird dieselbe bedeutend geringer ausfallen, wegen der 
zwischen Scheibe und Welle auftretenden Reibungskräfte. Eine Be- 
rücksichtigung dieser letzteren ist, abgesehen von einer ziemlichen 
Rechenarbeit, mit solchen Unsicherheiten verbunden, daß es vorzu- 
ziehen ist, die mögliche Ausdehnung in zwei bekannte und sichere 
Grenzen einzuschließen. Eine Grenze bildet nun der Wert 6^=0, 
während die zweite Grenze durch obigen Ausdruck dargestellt wird. 
Innerhalb dieser Grenzwerte bewegt sich nun der wirkliche Wert 
von e,.. Man kann daher die beiden Bedingungsgleichungen aufstellen: 

1) untere Grenze — e^ — e«,>^^r, 

2) obere Grenze — ejc — ßu; + ^r > «^r. 

Überschreitet also die untere Grenze bereits den Wert Ur^ so 
kann mit Sicherheit auf ein Festsitzen des Keiles gerechnet werden 
und die obere Grenze braucht nicht weiter berücksichtigt zu werden. 

Die Bestimmung der Vergrößerung der Bohrung Ur unter 
der Wirkung der Pol- und Eigenfliehkräfte. 

Die für die Rechnung in Betracht kommende elastische Auf- 
weitung des Rades in Richtung von T beträgt 

ttr = ^f + w '= ^* ( 1 H — ]i 
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wobei u die Vergrößerung des Radius 
r unter der Wirkung der Pol- und 
Eigenfliehkräfte bedeutet. Diese radiale 
Längenänderung u ist durch Gl. 38 
schon allgemein für jeden beliebigen 
Radius x gegeben. Mit Einführung 
des Wertes für die Integrationskonstan- 
^ ^aJ^wuUv*^ . ten (S. 65) und unter Vernachlässigung 
Fig. 46. der Längskontraktion wird: 




u = 



m2— 1 m — l\ R^ , 3w + l ,„_ , " 



X 



+ 



m + 



ir R^r 



mE 
für x = r und m 



r^ 8m 



10 



wird 



u = 



cr^ 



E 



0,175 + 



0,825(?)] 



+ 



2r 



E 



-©■ 



Die Bedingungsgleichung für das Festsitzen des Keiles 

lautet nun: 



A;Ä .0,7,^ , kb 

-E + -E^^ + E 



0,7 



1,3 



h + 0,7b + ib 






r + h^ r + h 

> U' 



r + h 



f + hi Der Elastizitätsmodul E für das 
Eu — ; — j Material von Keil, Welle u. Rad 
^' ^ gleich groß angenommen. 



Eu 



r + h 



oder 



&> 



h + Q.lb + ib'^-^ 



Wie nun ein Vergleich des oben gefundenen Wertes u mit 
Gl. 44 zeigt, ist: 



W = <y<(max) 



^* 



Ist also (T^max) für das Rad bereits bekannt, dann kann die Be- 
dingungsgleichung für k auch in der folgenden Form angeschrieben 
werden: , 

• ^ ^1 • <^< (max). 



Ä:: 



A + 0,7ft + i6 



r + A = 
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Es ist zu beachten, daß vorstehender Ausdruck den kleinsten 
zulässigen Wert für k ergibt, da sowohl die Verkleinerung des 
Wellendurchmessers, wie die Aufweitung der Scheibe unter der 
Wirkung des Keildruckes viel zu groß in Rechnung gesetzt wurden. 
Der Maximalwert für k ergibt sich, indem man die Aufweitung der 
Scheibe durch die Kraft T überhaupt vernachlässigt. Es wird also: 






Wird nun in Wirklichkeit k' gleich oder gar größer als der 
rechts stehende Ausdruck, so ist mit Sicherheit eine Sperrung durch 
die Keile zu erwarten; liegt dieser Wert zwischen 

r + h , (r + h) 

.u.n7._a_-.^"+^''''"^"' und -^-^cx,,,,,, 

h + OJb + tb ' 

r 

dann wird die Sperrung fraglich, und liegt derselbe unter der 
Grenze Ci-(T<(max), so findet auf jeden Fall ein Lösen der Keile statt. 

Es fragt sich nun: wie groß kann die spezifische Plächenpressung 
k eines Keiles im äußersten Falle werden? 

Hierfür stehen zwei Bedingungsgleichungen zur Verfügung. 

1. Der größte Wert, der für k überhaupt möglich ist, wird 
erreicht, wenn der Keil mit einer solchen Kraft eingetrieben wird, 
daß die spezifische Beanspruchung eines Querschnittes = der spezi- 
fischen Beanspruchung an der Fließgrenze des betreffenden Keil- 
materiales ist, bezw. daß das vorstehende Keilende beim Eintreiben 
bereits beginnt, bleibende Deformationen aufzuweisen. 

2. Die zweite Grenze von k ist bedingt durch die beginnende 
Zerstörung der Berührflächen zwischen Keil und Scheibe, wenn der 
spezifische Flächendruck für gleitende Reibung einen unzulässigen 
Wert erreicht. Der Eintritt dieses Zustandes macht sich erkennbar 
durch die Erscheinung, daß der Keil beim Eintreiben nicht mehr 
ziehen will. 

Für Schweißeisen auf Schweißeisen liegt dieser Grenzwert von 
k bei etwa 40 kg/qcm für ziemlich trockene Berührflächen (Hütte, 
18. Aufl. S. 203). Für Stahl auf Flußeisen und eingefettete Keile 
steigt dieser Flächendruck bedeutend höher und kann sicher zu 
100 kg/qcm angenommen werden. 

Der weiteren Betrachtung ist nun der aus 1 oder 2 ermittelte 
Wert für k zugrunde zu legen, je nachdem der erstere oder der 
letztere der kleinere ist. 
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Für die erste Bedingung läßt sich der Zusammenhang zwischen 
der Kraft i>fc, mit welcher der Keil eingepreßt wird, und der spezi- 
fischen Keilpressung durch die nachstehende Skizze darstellen. 

a = Keil Winkel, 
Q = Reibungswinkel, 
Pi u. Pg sind die beiden Kompo- 
nenten der Kraft Dk- 

Es ist nun 

^2'(tg^ + tg(« + ^)) = A- 




Fig. 47 



P ' — 



tg^ + tg(a + ß) 



Andererseits ist aber auch P^'=k'hLk und hieraus 
Der Maximalwert, den Du annehmen kann, ist: 



Dk = Of'b'- 



h 



^, da nur eine Hälfte bei Tangential- 
keilen eingetrieben wird. 



wobei Of = Beanspruchung auf Druck an der Fließgrenze des Keil- 
materiales. 

Der Keilanzug ist gewöhnlich 1:100 

tga=^-— also a^O^Sb\ 

Dieser Wert von tg a kann gegenüber dem Wert tg q vernach- 
lässigt werden, der (zur Sicherheit) zu 

tg?^0,5 
in Rechnung gesetzt wird. In erster Annäherung wird daher 



k = 



Of'bh h 



Es handelt sich nun darum zu untersuchen, ob dieser Wert k 
größer als 100 kg/qcm (im allgemeinen) werden wird, wie aus der 
zweiten Bedingung ermittelt wurde. 

(r/-^3000 kg/qcm angenommen, 

k wird also = 100, wenn „ '^r-=100, d. h. wenn ^- = 7^5 die 

^ iJk ^k lö 

Keillänge also = 15 x der Keilhöhe wird. 

Dieses Verhältnis kommt aber praktisch niemals vor, so daß 
für kleinere Keillängen k auf Grund der ersten Bedingung stets 



Digitized by 



Google 



— 93 — 

größer als 100 kg/qcm werden wird. Den Rechnungen ist daher der 
aus der zweiten Bedingung für k festgelegte Wert 

k ^ 100 kg/qcm 
zugrunde zu legen. 

Die endgültige Bedingungsgleichung für das Fest- 
sitzen der Keile lautet daher 

Ci-(y<(max) ^100 
beZW. Cg • <^<(max) ^ 100. 

Ci ist nun immer kleiner als c^. Bleibt also der Ausdruck 
C2^<(max) unter dem Wert 100, so gilt das gleiche erst recht für 
Ci(y<(max)- Man wird daher den Faktor c^ nur in solchen Fällen zu 
bestimmen brauchen, wo C2(T/(max) größer als 100 wird. 

Die Werte von c^ und c^ nochmals wiederholt sind: 

r + h 



Cy = 



A + 0,7fe + i6^-^ 






A + 0,7 6' 



0,7 , 1,3 

worin ^ = -^-^ + t-t-. l nur für die Scheibe 



j — j — 1 1 — I — ] j gleicher Dicke gültig. 



Für die Scheibe ungleicher Dicke und beliebiger Keil- 
länge La; wird 

., ^^ .Fi L]c Fi = {R — r).Z/ (L = Radbreite am Umfang) 

^^ F h^ F = Kranzquerschnitt der Scheibe. 

Beispiel. 

Es wird die Verkeilung des bereits durchgerechneten 12 poligen 
Scheibenrades (S. 72 u. f.) untersucht. 

Die Tangentialverkeilung erfolgte mit zwei Keilpaaren 30 x 
86,5 mm. 

Die Dimensionen waren 

, ^ } La; = 20 cm (wirksame Länge) 

fl — o,D0 „ j 

r = 14 „ 
R= 70 „ 
L= 30 „ 
i^= 2290 qcm 

ffi(max)= 898 kg/qcm (s. S. 75). 
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_l4 + 8,65 



l = 



8,65 + 0,7.3 

(25— 1^ J^j 2290 30-'''''''' 
25 

^ 14 + 8,65 

^^ = 2265 ^ ■^'^^• 

8,65 + 0,7. 3 + 0,676. 3-^ 

Der Unterschied zwischen c^ und Cg beträgt <>o31 %, d.h. mit 
Berücksichtigung der Raddehnung infolge des Keildruckes erhöht 
sich die nützliche Gesamtdehnung um rund ein Drittel. (In Wirk- 
lichkeit wegen der Reibung bedeutend weniger, etwa 15 bis 20 ^o«) 

Die Bedingungsgleichung für das Festsitzen der Keile lautet nun: 

Ci-Cy<max < 100, also 

1,61-898 muß < 100 sein. 

Da dies nicht der Fall ist, müssen Sicherungen gegen das 
Lösen der Keile angewendet werden. Tatsächlich hatten sich bei 
einer Ausführung, bei welcher zunächst die Sicherungen nicht an- 
gebracht wurden, die Keile gelöst. [Bei derartigen Rädern empfiehlt 
es sich Keile überhaupt zu vermeiden und an deren Stelle Federn 
anzuwenden, welche mit der Welle verschraubt werden. Die Scheibe 
wird dann hydraulisch aufgepreßt und gegen seitliches Wandern 
durch Schrumpfringe, Stellringe usw. gesichert] 

Es ist möglich, daß die für A; festgelegte Grenze von 100 kg/qcm 
etwas zu niedrig ist und für sorgfältig eingeschliffene Keile hüher 
angenommen werden kann. 



Die Dimensionierung der Welle. 

Dieselbe hat von zwei Gesichtspunkten aus zu erfolgen. 

1. Die Durchbiegung f der Welle in der Mitte des Rotorsitzes 
infolge des Rotor- und Wellengewichtes soll nicht größer werden 
als Yi5 ^is Yio ^6s einseitigen Luftraumes l zwischen Rotor und Stator. 

f=^ bis iV^. 
Hierbei ist die Welle als frei aufliegender Balken zu rechnen (s. Hütte, 
19. Aufl. S. 404u.f. 

2. Die normale Betriebstourenzahl soll auf jeden Fall, be- 
sonders bei größeren Turbogeneratoren, unter der kritischen Touren- 
zahl liegen, also 
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lorm ^0,75 Wkrit. 



Hierbei ist, wie bekannt, 



'Vf 



Wkrit=300|/^ (/in cm). 



Selbst die in besonderen Fällen auttretenden maximalen Touren- 
zahlen (z. B. bei Probebetrieben mit erhöhter Tourenzahl usw.) sollen 
unter der kritischen Tourenzahl liegen, um die starken und schäd- 
lichen Erschütterungen zu vermeiden. 



Bnchdrackerei des Waisenhauses in Halle a. S. 
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